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抽象代数是现代数学的一个重要分支，它主要研究各砷代数结 
构（即，具有 R 数运算的集合），以及在这些结构中保持运算的映射 
(称为态射）.柚象代数为现代数学、现代物理学、现代化学、计算机科 
学、现代通信、以及密码学等提供了语言、重要结论和研究方法.当今 
信息时代，抽象代数有了越来繾多的重要应用.抽象代数课程已经成 
为大学数学系的主干基础课 之一了 如何教好这门课程？作者根据自 
己80年代以来在北京太学数学系讲授抽象代数课的体会，把2002 
年秋季学期给数学科学学院210名学生讲授抽象代数课的讲槁整理 
成本书，并着重在以下几方面做了一些尝试. 

精选内容，抓住主线 t 我彳 n 从信息时代的要求出发，精选抽象代 
数课程的教学内容-着重讲那些最基本和应用最广泛的内容，讲那些 
有信息时代气息的内容.全书分成三章：第一章群，第二章环，第三章 
域扩张及其自同构，对于每一章的内容都抓住主线：第一章的主线是 
群同态，第二章的主线是理想，第三章的主线是域扩张及其自 同构. 

重视实例和应用，整合知识点 .我们在引言中，从如何度量对称 
性引出了群的概念 T 指出群可以用来度量对称性 * 群可以用来分类几 
何学，群可以用来判定代数方程能否用根式求解.接着在第—章§ 1, 
我们讲了群的典型例子，包栝来自数集、几何、代数中群的例子，从中 
介绍了循环群 I 二面体群，矩阵群，对称群和交错群等.这使我们在以 
后各节里可以充分运用这些实例来帮助理解抽象的慨念和结论■我 
们不停留在让学生韧道概念的定义上，而且阐述概念的应用■例如在 
第一章§3,我 :_1 从比较二次举戈 根群 U 2 的乘法表与模2剩余类环 
Z 2 的加法群的加法表，引出了群的同构的概念之后，接着证明了任 
-- 无限鲭坏群都与整 麩加群 Z 同构，任患 -- 个 w 阶循环群都与 



的加;去耔间构.我 fj 在呤 -- 夺迚决定： T 4盼群的同构类，并且为了找 
出 --t ■比较苛单的4阶咋 銜环的 dd 群，我们引出了群的盎积的概 
念 ， 还 il 明了 Z ", xZ u 是循环群当 ii (X A ( w . ，? ） =丨 ， 从％可以5 4; 
/. xz ? i 見左同构干 Z ^, 又如在誃二& § 3 , -fi iVJ 讲 r 投大項想的 

慨念及誌充分必要 矜件之 沿，接釾讲有泜域的构遛 .受 而在 §4, 我1: 
又讲了代数数域和 Gdo;s 环的构造.在整本书中，我 1_: 从廷论为应$ 
的角度，以及为容之问的为在联系的角厦，整合了各知以点，把第 -- 
章的内容垫合成《节，第二章的内容整合成6节.第三章的向容整合 
成了 3节，详见0录_ 

通俗易懂，讲清楚背景和想法.我 e 对于重要的概念都要先讲这 

个慨念产生的背景.例如，在第一章癸4，我们从茶杯的三视围能反映 
蒗怀的彫状这一通俗例子出发 T 引出了群的同态的概念.在第二章 
§丨，我彳 n 从 . H)y & 面上的单位區 r 可看成是圆柱面:1 0 

与 My 平面 ■£ 二■(〕的交，又可看成是单位球面 X 2 卜:/ + - I 0与 

區柱面 . r Z + _>, 2 - 1= 0的交等等，引出其零点集包含 C 的所有3元 
实系数多项式组成的集合厂并 IL 分析 f 的氐质：对减 法刦闭，有“吸 
收性” ，由此引出理想的概念.我们对干重要的定理，先通过具体例 
予.積出 h 能有的结论，然后进行论证■在论证中特别注意讲清楚关 
键想法，而且还讲清楚这个关鍵想法产生的背最 ， 卽这个关键想法是 
怎么想出来的.例如在第一章§ 7 ， 我 T 先让学生观察4阶群，9阶 
群 ，< S 阶 Ae ] 群有 ？少种互不同构的类型，看出这些 abel 群都同构干 
植环群或者若千个循环群的直积，然后 问：饪 意有限 ahel 群是否也 
有这样的结构？裉锯 Sylow 第一定理容#把这问题： Jr 」 结为研究 
abd /> ■■-群的结构，在证明乩 el 户訐圬结构定理之 H 找幻讲了 A 
个关鍵想法，并旦讲了这两个关 键想法 肾怎么想出来的 . 然后才讲 - i 」- 

明. 

全盘考虑高等代数 （ I )、（ II ) 和抽象代数课程的教学内容，使之 

成为一个有机整体.高等代数 （ 丨）、（ ！[ )知抽象 ft 数是大学数学系在 



代 数方面的必修 i 累 ，共三 t 、 学期.作者在去年下半年给数学碑学学院 
本利 电进授 抽象代数课时，对于抽象代敫课与高等代数 〔 T KCU ) 的 
教学内 容作了绝筹安排.对作者编写的（高等代数（上册、下 册）》 进行 
T 啤订，同时淳细写了抽象代数每一次 A 误的讲稿.大体 L 说.高等 
代钕 （ I ) 讲授线姓代数的再体部分，内容包括 ：线性 方档组、行列式、 
数域 K 上 U 元有 _ f 数组的向量空 E / C ' 矩阵-的运算 、八 …到 K - 的线 
■卜 i 映射（即 . Aq — Aa ) 、欧儿里得空间 R ' 矩阵的相抵分类、矩阵的 
相似以及矩砗的特征值和特征句量、二次型与矩阵的合同、高等 R 軚 
( II ) 汫 授芳项 式环（着重讲 一 X 多项式环的理沦 ） ，介绍 t 川釗余类 
环 Z m ■^穫 A 剖余戈域 以及域 的栌乎；讲授线性托数的抽象部 
兮，内容包括：域上的线性空 K 、线性映射（包栝織性变换和啖4逆 1 
数）.具 t 度堡的虼 li 空间（包话欢 _ i _ 1得灾间、酉空 间、 以及正交空 
问汗辛空间甸介>.抽象代数讲摱群的结构、环的结构，域扩张及龙封 
同岣.我 1 T : 努力使这三 ■^学期的把 数课 U 成为 一 八有叽整沐 K 如 t 
Ra 在■(高等代数〔第 I -- 钣） 下册》的第七章矣8详细14论了 QL .，] 中 
本県多项式的性质，证明了每 -- 1、次数大于 （ J 的本県多項式可以唯 
--地分解成 Q 上不可约的太原多项式的乘积.这样我1':在■^书的第 
二章§6中，利闬上述结论喂容晷地得出， zh ] 中每-- r 次数大千0 
的本厍多项式 可以唯 一 地合解成 Z 丄不可 A 的本草卞项式的乘积. 
进而 ii 明了 z 、] 是唯一 园子分 解整环 ， f 高斯整环■接管我 n 指 
出，上迚证明 zl ,] 是高斯整坏的方土也可用干吒明下述结论：高斯 
整坏 R 丄的一 元 % 項式巧 K [ / :也是高斯整环_这样不仅节首了教 
学吋间，丙且使高等代数课与抽象代数课的教学 内容忙 ☆呼应，有利 
干学生对抽象埋论的理解. 

注重培养学生科学的思维方式 .我们 :: A 为汫授一门 i ■果相不夂要 
LL t 生掌進本门课程的基本知识、基本方法，受到-本门课程的-畢本训 
练，而旦要培养学生其有科学的思维方式 ■ t 学的思泮方式犹是一神 
七;-学的思维方式.我 n 把敖学的思维方式概 括为： 观察客观现象，抓 


住其主要特狂，抽象出慨念或者建立 授型； 进行探索，通过直觉判軒 
玫者/」纳推理、类比推理以及联想等作出精赋 ： 然后进行深入分析和 
逻辑推理以及计箄，揭示事物的内在规律，认而使纷葉复杂的现象变 
得井然有序.这就是数学思维方式的全过程.我们按照数学思雒方式 
讲课，可以使学生从中受到熏陶，既使他们比较顺利地学好目前的课 
程，又有助于他们把今后肩负的工作做好. 

本书的每一节都配备了习題，书末附有习题的提示或答案. 

本书可作为综合大学、理工科大学和师范院校的数学系抽象代 
数（或近世代数）课程的教材1书中加“ * ”号的内容和用楷体字排印 
的内容不作为教学要求，供有兴趣的读者自己看. 

作者感谢本书的责任编辑胡乃阿编审，他为本书的编辑出版付 
出了辛勤的劳动. 

作者热忱地欢迎广大读者对本书提出宝贵意见- 


丘维声 

于北京大学数学科学学院 
2003年5月 
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一、 抽象代数的硏究对象 

自然界和现实牛活中，美丽的蝴蝶，多姿的苇花，绚丽的墙纸，耀 
眼的窗花，……无不具冇对称性，而使人心旷神怡. 

如何度 id ； 对称性 （ symnietry)? 

例如，我们很容 M 看出，等边=角形比等腰三角形（它的腰与底 
不相等）更以-有对称性，道砰是什么呢？ 



设等爬二角形底边卜的•分线为/，则平叫卜关 r /的反 
肘 r 把等腰_:角形变成与它自 d 承合的图形.显然 ， f M 的 m 等变换 
I Hin 冇这个件质 . 

设 等边 三角形 （ oquilateral triangle) 的中心为 O ， ： 三条边上的取 



克平分线分别为 h J 2 , h . 则平面！： 关于々 的反射&把等边三角形 
受成与它自 d 重合的图形 w == 1，2,3:平 Ifil 上绕点 O 的转角分别为 

y ( y 的旋转以及恒等变换 J 也貝-有这个性质」 

平曲 I .( 或空间中）的正交（点）变换（也称保距变换 
Uometry ))， 如果把平面（或空间）图形厂变成与它3己重合的阌 
形，则把这个正交（点）变换叫做图形 r 的对称{性）变换. 

i _ 面指出，等边三角形的对称（性）变换 G 经有6个.进一步可以 
证明，只有这6个.类似地，等腰 TH 角形（它的腰与底不相等）的对称 
(件）变换冇叶只有两个 了我们 Q 然可以说：等边三角形比等腰: 二 角 
形更貝冇对称性- 

我们把等边二角形的所有对称（性）变换组成一个 集合： 

G = 1 I T ^ r M r 2 , i + 

我们知道，平面上两个正交（点）变换的乘积仍是正交（点）变换；并 
a 如果它们都把等边三角形变成与它自己重合的图形，那么它们的 
乘积也有这个性质 • 因此等边三角形的任意两个对称（性）变换的乘 
积仍是它的对称(性）变换了从而集合 G 对于映射的乘法 封闭. 因此 
映射的乘法 S 集合 G 上的 个 （二元）代数运算. 

一般地，非空集合 S 4自己的笛_儿积 sx S 到 S 的一个映射， 
你为 S 上的一个二 元代数运算， 简称为 ^ 上的代数运算. 

由 T 映射的乘法适合结合律，因此上述集合上的代数运算适 
合结合律. 

中有恒等变换7 J 与~中任一元素的乘积（左乘或右乘）都等 
于那个元素自己. 

容易看出， G 屮每个变换都有逆变换.例如， ar 1 = < r 2 , G 1 = r , ， 
i = 1,2,3. 

从上向的例子以及大量类似的例子，我们柚象出下述概念： 

定义1设 G 是-个非空集合，如果在 G 上定义了一个代数运 



通常称为乘法，作 ，并11它适合下列条件： 

(L ) 对 T (; 中任意 VU 素 ci ，心，（.有 

( ab)r - ^ ( be ) (结合律 h 
( ii ) ^中存一个元# 〃，使得 

ea = ae — a ^ V ； 

Ciii ) 对 T G 中仟一元都有 ■ f .; 中一个元素6，使得 

ah = ha = e . 


0 ) 

⑵ 

(3) 


那么 （； 称为一个群 （ group ) ■ 

容祕说明， G 中满足 （2) 式的元素 e 是唯_的，称^是奸 r ; 的单 
位元素 （ identity elomeni ) ;对于 G 中元点 t 屮满•足 （ 3 ) A 的元索 A 
迠唯一的，称6 u 的逆元素记作^ \于是 （3) 式可以写 
成 

⑽ - 1 = u -、=匕 ⑷ 

从 （4) 式符出 〆 厂 1 的逆兀素是 a ,\ i\Ua ') 1 = a . 

群 （； 的运算也可以称为加法， W 作“ M 此时结合律为 

( & 十 6 ) + (■ = a + (h + c) ^ \f a ， b ， c € G \ 

巾位儿素称力枣元素，记成 Ow 的逆元素称为^的负儿素，记成 1. 

如渠群 （7 的运算还适合交換律，即对任于 （； 中任意元素 
A ah 二 h “ ，则称 C 为交换群（或 abel 群）. 

从 h 血的讨论知道，等边二角形的所冇对称（件）变换组成的佑 
合 G ,对于映射的乘法成为一个群 t 用类似的方法可以说明： 

图形 r 的所有对称（忭）变换组成的集合对于映射的乘汰成 

+ « 蜃 ■•■ ■嚓 丨 ■ »*#*■+ ■♦■■_._ + 

为一个称 O ' 足图形厂的对称（性）群 （symmetry group ) - 

' Jii 表■明 ，咎可 以用来荜*吋亨圩 . 

用群来度#对称性的亨 亨寧苳 - T : 我 们可以 M 竽 w 苹 f 吵兮 
擎，字对具有对称件印夸％亨,举”兮一 ■ 

* ’例■如’,，*常■常:用’止: W 止六边形的砖铺地板，如图 
0 - 2;也常常用 H 冇刈称性图案的纸贴墙壁，如图0 - 3， 






mMmMmmM 


图 0 - 3 


设想这些图案分别铺满了整个平面.如果铺满了囹案的平面的 
对称（性）群不固定一个点，也不固定一条 i ： 线，则称它为平 面晶体 
群 (plane crystallographic group )( 或者称为 贴墙纸群 （wallpaper 
^ roup )). R - Fricke 和 F . Klein 在他们关: 于卩」 同构函数的第一本书 
( 1897 ) 中 ，对平_ 晶 体群进行分类 . G . Polya 在 ] 924年衣的-篇文章 
屮 ，完成 r 对平 面晶体群的分 类：共 有 〗7种不同的平面品体群 ，汴 目. 



给出 r 相应的装饰图案认样的例 f . 

自然界巾冇托种各祥的晶体，每一种品休的原子结构的模型可 
以符成足々间屮的点阵.设想将这种点阵连续地、 X 限地 ± A 允整个空 
间.垃充 r 点阵的空 N 的对称 （ 忡 ） 群，如果既不固定一个点，也不同 
定一条育线，而 1 L 不同定 -- t 平如，则称它为空间 晶体群 Cue - 
( Tyslallngraphit 1 group ) 」对空 N 品休群进行分炎，就卩 J " 以了俯 ■ L | 然界 
巾料种品体的结在1868年 XJordaii 借助 Br^vaisf 1848) 对晶体 
结构分类的工作，研究空间晶体群的分类，虽然没有宂全分类.但足 
这为 E . S . FecloroY (^ yO ) 和 AtSchdnniesUSQl ) 的 1:作铺平厂逍路， 
FMorm •和 S C hGnm 以分别独立地证明广空间晶体群共有230个.这是 
历史上将群论卩 i 接用丁 f ! 然科学的第一个例 f _. Fncke 和 Klein 在他 
fl _ j 的书 （ 1897 ) 屮对下_ Ifi ] 砧休群的分类，就足受到 Feduruv 和 
S ：、 h 6 iiflies 的 I :作的激励， Pol > a 在1924 年 发 A 的文苧中，感附 
SrhOnflies 的 H 对他 的促进 ， 

欧几里得几何的第五公设 （ 也称平行公设 ） t 它的叙述不像其它 
4备公设那样简洁、明了.因此从古希腊时代开始，数学家们就一直 
没有放弃消除对苐五公设疑问的努力，高斯 （ Gauss ) 从1799年开始 
意识到平行公设不能从其他的欧几里得公理推出来，并从 1^)3 年起 
发展了这种平行公设在其中不成立的新几何，称为“非欧几里得几 
何' 罗巴切夫斯基 （ H 」 H . JTo 6 aMCB ( KiifO 从1826年开始，报告：自己 
关于#欧几何的发现.黎曼 （ TVRhmrm ) 在1854年发展了罗巴切夫 
断基等人的思想而建立了 一种更广泛的几何，即现在所称的黎曼几 
何，罗巴切九靳基的非欧几何和通常的欧儿里得几何是黎曼几何中 
的两种特殊蛣形.非欧几何揭示了空间的弯油性质，将 平直空 间的欧 
氏几何变成了某种特例，而射影几何的发展，又从另一个方向使欧氏 
儿何成为特例. 

19肽纪的儿何学园地朵朵鲜花克相开放.在这样的形於卜 ' 浮 
找不同儿 H 卞之 M 的内在联系，用统一的观点来解枰它们.便成为数 
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宁家们追求的一个 H 标，统一几何学的笫一个火胆计划是由德国数 
学家克莱因 （ F . Klein ) 提出的」872年，克莱因被骋为爱尔朗根大学 
的数学教授.他在就职演讲中阐述了儿何学统-的思 想：所 谓儿何 
学，就是研究几何阁形对于某类变换群保持不变的性质的学问，成荞 
说仟何种儿何学只是研究与特定的变换群冇艾的不变他的这 
次演讲被称为《爱尔朗根纲领 （Erlangen Program )) ,欧几里得几何就 
是研究图形在正交（点）变换群下保持不变的性质，而研究图形在仿 
射变换群下保持不变的性质的几何.称为仂射几何；研究图形在射影 
变换群下保持不变的性质的儿何.称为射影几何.（关于止夂（点）变 
换，仿射变换，射影变换的概念 W 以参看《解析几何（第二版）》， 斤维 
声编，北京大学出版社1996年出版 ）i 

[： 述表明，群吋以用来分类几何学， 

■ * • _ ■ ■ 

二次方程的解法古巴比伦人就己掌接，16世纪由 S ， Ferro ， N - 
Fcmtfma , G . Cardano , L . Ferrari 先后给出了三次、四次方程的根式 
解，此后人们便着力研究高次方程（即，五次和五次以上的方程）的 
根式解问题.到了 世纪，拉格朗日 ( J . L . Lagrange ) 在1770年发表 
长篇论文 (: 关于代数方程解的思考》.他在其_探讨一般三、四次方程 
能用根式求解的原因■在1799年，鲁菲尼 （ P . Ruffiiii ) 明确提出要证 
明高于四次的一般方程不可能用代数方法求解> 到了 19世纪，阿臾 
尔 （ N . FLAbd ) 在1824年自费出版了一本小册子《论代数方程，证明 
一般五次方程的不可解性》，在其中严格证明了以下事 实：如 果方程 
的次数" >5,并且系数心⑺ 2 .…，心看成是字母，那么任何一个由 

这些字母组成的根式都不可能是方程 

x n f u _ 〜1 j 〜 0 (5) 

的根.这样，五次和高于五次的一般方程不能用根式求解的问题就由 
阿甩尔解决了 .在阿贝尔的工作之后，数学家所面临的一个问题是: 
什么样的特殊方程能够用根式求解？这个问题被伽罗瓦 （ E . UdoLs ) 
解决，伽罗瓦在 1829—1831 年间完成的几篇论文中 ， 建立了判别代 



-鼓方程可用恨式求解的充分必要条件 T 从而宣告了代数方程用根式 
求解这一经历了三百年的难题的彻底解决，伽罗瓦的思想是将"次 
方程 （ 5 ) 的” 个根 j ， r 2 , ■ ■ ■ ,作为一个整体朱考察 T 令 D ! .r [ , 

,17上的所有置换到自身的双射称为置换）组成的集 
合 S " 有一个代數运算：置换的乘法（即，映射的乘法），伽罗 JL 称\ 
为“群'这是历史上最早的“群”的定义，不过它只是针对一个異体 
的群（置换群）所作的定丈，还不是抽象群的一般定义.伽罗瓦进一 
步考虑中某些置换组成的“于群”，伽罗瓦称之为“方程的群”，也 
就是我们今天所说的"伽罗瓦群”.方程的群刻画了方程的根的吋称 
性，伽罗瓦证明了 :方程 ■- 0可用根式求解当且仅当方程的群 
是可解群. 

伽罗瓦引进“群”的概念，导致了代数肀在刈象、内容和方法 h 
的深刻变革.代数卞不冉仅仅足研究代数方程，而史多地足研究各种 
柚象的“对象 ” 的运算关系，代数学的这些新的研究对象在现代数 
学、现代物埋、现代化学以坆通信科学、倍息安全等现代让会生活领 
域中，都有黾要应用. 

从整数集 Z , 数域 K 上所冇一元多项式组成的集合 K | 』」，数域 
K h 所有《级矩阵组成的集合 M „( K )， 模 w 剩余类组成的集合等抽 
象出环的概念. 

定义2 设尺是一个 I 空集合 T 如果在乂上定义 r 两个代数运 
灯，- . 个叫加法，记为 d 另一个叫乘法.记为^,并艮它们适合 
下列 条件： 

( i ) R 对丁•加法成-•个交换群； 

U ) 乘法的结合 律：对 K 中任总儿累、 九 d 

{ ah ) r ci ( he ); 

( iii ) 乘法对加法的分配律：对所冇的 a . b , c ^ 

+ r ) ab ! (左分配律 

ij } + ( :- ha ^ <a ^ (《 I 分配律）， 



那么 K 称为一个环 （ ring ), 

如果环 R 的乘法还适合交换律，则称 K 为 交换环 （commutative 

ring) ■ 

如果环 R 中有一个儿素 e 良有件质：对于中任点儿素 a ，有 w 
-™ ^，则称〃是 R 的单位元素，称灰是有单位元的环，通常把穴 

的单位元就记成 I . 

在冇单位元的环尺中，対于元素如果尺中有元素6 ， 使得 W 
- ba = 1,则称 a 是可逆元 （invertible element )( 或单位 （ unit )) , 此时 
把 A 称为 u 的逆元，记成 a ] .( 注：可 以说明，如果 a 是可逆元，则满 
足 aJ ， = ba 二 I 的大]素6是唯一 '的 .） 

定义3 如果 F 是一个有单位元 1( 参 0) 的交换环，并且它的每 
一个非零元都可逆，则称 F 是一个域 （ field ). 

从域的定义看出，域 F 有两个代数运算：加法和乘法，并且尸呼 

于加法成了个字竽 f 节呼 fff 竽寧率 巧亭今 广邛宁乎“ 
▲二•并且■适合于加分蟓磺 ■ 

• ‘ 实数域复数域 C 等“域¥是域- 

MJ 以证明：当/>为素数时，模 p 剩余类环 I 是一个域（证明参看 
《高等代数（下 册）》 ，丘维声编著，高等教育出版社， 1996 年出版，第 
150页）.称心是 模户剩 余类域 .一 个域如果只有有限个元素，则称它 

为有 限域. 

有限域在现代通信和信息安全中有重要应用- 

像群、环、域那样，具有代数运算的集合称为 代数结构 （algebraic 

slructurti.s J . 

abstract algebra ) WW 竽亨雩孕作攀竿咋，并且是寧孕 

甲竽每哼啤_ ( 称为态射一叩^^奉 w 苹珍苹苹 

# ’蠢结构和态射成为代数学 w 究“¥心_ 










二、抽象代数的重要性 


柚象代数为现代数学、观代物理学、现代化学以及计 W 机科 K 
观代通信和密码学等舉辱 r is ' w . 

抽象代数坪琴_ _ 士 渗透到现代数今:的托 r 分 

1中.在很多七 ‘ i - d . 先建、 >.. 适当的代数结构成其 
他结构.然 h M 过研究态射来研究这些结构. 

柚象代数的平多々.毕 f 甲:乎 - 牟在观代数学的斤个分支，以及 
观代物砰.学，汁算■机*科■学■、通 fi 4 ‘ 、 ka 安全、经济$等等领.域都打 

学4柚象代数可以受到数学思维方式的很好的训练，从而在培 
养科学 的思维方式上冇质的提高. 

三、抽象代数的学习方法 

I . 要按照零 f 巧早呼_々4来学巧柚象代数- 

什么是数4 S i 纟 i ; i ?■观察其观1饮界的现象，抓件-其上想行 
征，抽象出概念成 荇迚立 模型；进行探索， M 过竹.觉判断或者 H 纳推 
理，类比推理以及联想等作出猎测；然后进 ■^深 人分析和逻辑推理以 
mtn ，揭示半物的内在规律，从卯使纷繁复杂的现象变得汴然有 
) t : 这 就是数宁的思维方式 

2 +贾多用导毕, f 肀孕嘈 抽象代数的概念和结论 ■ 

mr 、itmk f k m k k ^ ^, # n . 
m ：- i ¥4' AiAri . ... 

4. ' a Jt ： m 的基础上孓年 ^ nnt - 

5. S '_ 甲柚象代数的方 _ f]Ii 

6. 唆 4 二定数 Vfpjin : 彳念.掌握砰论和 W 高分析 
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问题的 能力。 

习 题 

1. ilf 明 ：在群 G 中，对丁 任总元 素“， h 方枵 u 6有吔 -解; 
方程也有唯一^解 t 

2. 证明■:群 G 中，消去律成立即 

由 a.r 二 w 以推出 r v ; 

由 jra 二 yt ; 可以推出 i =)， 

3. 模4剩余类环2 4 中，所有非零元组成的集合 Z / 对于乘法是 
否成为一个群？ 

4. 求出&中的所有可逆元. 

^5. 证明：在模 w 剩余类环？^中 w 可逆当且仅当 U T m ) = I . 




第—章 群 


群的典型例 子:循 环群, 
对称群 


面体群，矩阵群, 


一个群是指_个非空集合 G '， 它满足「列4个 条件： 

( i ) < Y . G 上定义/一个（二元）代数 运算； 

Cu ) G 卜 .的运算适合结合律 

( iii ) G 中冇 * 个元素 〃，具 有下述 性质： 

ae = e^i a , V ^ t , 

称 r V G 的单位元 素； 

( iv ) Cl 屮每一个元素都有逆 元. 

如果满足条件 （ i ) 、 （ H ) ,则称为半群 （ semigroup ) ;如米 （； 满 

足条件 （ i ) 、 （ ii ) 、 （ iii ) ,则称 G 为幺半群 (: monoid ). 

群 （； 屮不 N 元素的逆儿足不同的.这足闪为如果 （； 中.， 1 = 
b i ) -3 ■■ (心 i )- 1 , 从 1 「[〗 U h . 

祥姑验卟，群 （； 屮，有 

i (ih 、 ■' h 1 a 1 . ( 1 ) 

由丁 1 群 （） 的运算适合结合律， P 彳此〃个元紊〜，心， - W 的乘 
积 ii !: 唯…确定的，杷它记作 a ] a 2 '^^ 7 r - 容易验证： 

(“] 心 … u ■■) 一 ■ t- u,. 1 … (2) 


a a 


群 （； 中，〃个^的乘积记作，，蓆作、的 h 次幂'即 


G ， （ 1 … a 气 n 


^ / + - 


⑶ 
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我们还规定: 




dcf 


(4) 


容易验证: 



dcf 


*7 

a a 


rtf 



n (r A 


Jl y fn ^ Z ; 


(5) 

( 6 ) 


( 〆 ）”_= a ' n“n n (7) 

注意，一般地广关 W ， n、m n 

如果群 G 的运算写成加法，则把/弓成仙，读作％的"倍'此 
时把 (3) — (7) 式分别写成 

nn — "- u u + … ■+ " ， n Z \ (8) 

^厂— _ 

( Ja —-0, (9) 


dcf 

(- 71 )a - n ( - a ) , ; (10) 

7 …十 ma = ( " 4 }y\ ) a , n t m e x ? ⑴） 

m ( na ) = ( f/m) a ^ m , n € Z. (12) 

注意 (9) 式中 等弓左 边“0,中的 （） 是整数，而右边的0是群 G 中的 
单位元素（也称零元）. 

如果群 （7 打无限多个元素，则称 G 为无限群+ 

如果群 G 只有有限多个元素，则称 G 为有限群■此时， G 屮元素 
的个数称为 G 的阶 ( order ), 记作 1 t ；| . 


(一丨 来自数集中群的例子 

例 1 整数集 Z 对于加法成为一个群，通常称 它为整数加群 
思考： 所有非零整数组成的集合对于乘法是否成-个群？ 
例 2 实数集 TR 对于加法成 一个群，通常 称它为 实数加群- 
思考：非夸实数集 R * 对于乘法是否成一个群？ 

例3 止丈数集 t 对子乘法成- 个群- 



茁孔典型 例子： 循坏群，二面体群，矩群 ，对 称群 


例 4 在复数集 C 中， 对于 给定的正整数》，所有《次单位根（即 
〆=1的根）组成的柒合，对于复数乘法成-个群，称它为〃次单位 
根群， III 作 LI 例如，二次单位根群 V 2 = II， - h; 四次卑位根群 
t/, ；1, 1，；， - / I ,其中：足虚数单位， 

观察例1和例4屮的群在结构1_冇仆么共同点. 

刺1的笹数 加群 Z 中，利 用公 A ( S ),(9 h ( IO ) ，每一 1、 M 数可 
以 W 成1的 ML 即/■- k 1，很 D 然地把1叫做整数加群 z 的生成元 ■ 
此时整数加群 z 成 

'/，- 、'1:\ k a ⑴） 

还可以电简沾地 S 成 

Z - U > . ( 14) 

例4的"欠申位根群 L \ 中.听有"次中位根为= (),1. 

-S 

■■■d - I . 令 f 则 H _个〃次中-位根可以■^成€，队血 

['■■ = : f A —-: 0丄…』 】入 (⑸ 

拫 n 然地把$叫做的生成元.此 n [: .. 4以、成 

U tl ■'$/■ (1()> 

像整数加群 Z ." 次单位根群 U ,. 这样，如宋群 G 的每 -个 儿素 
邵能写成 G 屮呆.个儿素 U 的力―幂 （ G 的 M 算记成乘法）或者倍 
“ 数， . U ; 的运总【[!成加法），则称 G A 循环群 〔cyclic gnxip ) ， 把“叫做 

(; 的生成元 （g cner^i tor). 此时可以把 G 记成 （ W . 

思考：循列:群 （） 的牛.成元是唯.的卩4 ?试洞查整数加群 Z 的屯 

成元.以及》次单 p 根群匕的生成儿 ■ 

的生成儿称为复数域屮的 本原" 次单位根 t (primitive "th 

rcx>T of unity ) 

显然，整数加群 Z 是无限循坏 群：" 次单位根群是有限循环 
舴 . 的阶力1显然■循外群足 油 d 辟. 
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(二）来自几何中群的例子 

例5 平面（或空间）的所有正交点变换（也称保距变换）组成 
的集合，对于映射的乘法成-个群，称它为平面（或空阿）欧几里得 
群、记作 E 2 ( bZ E ,). 

例6 ill 方形的对称（性）群 G 的结构 - 

如图1 - 〖，正方形 AiA 2 A 3 A 4 的对称屮心为0,4条对称轴分 
別圮作 



图 i - 1 


用 c 表示绕点 （） 转角为€的旋转，则分別表承绕点 O 转 


角力：!， ■^的 旋转- 

用广 表示关于直线 L 的反射 J 1,2 ,3,4. 

用 J 衣 尔平面的恒等变换. 

M 然正方形 A 1 A 2 A 3 A 4 的对称（性）群 G 至少包含 t 述 8 个元 
素： 中还有其他元素吗？ 

任取 X € f ;, 由于正方形的对称(忭）变换把正方形的中心 f ) 保持 
不动，因此它或者足绕点的旋转，或荇是关 T 过 （） 点的直线的-反荆， 
或荇适它们的乘枳 d 阐1 - 1 中正方形顶点的有序组 A l A 2 A J A 4 成逆 
时计方向，绕点 （） 的旋转使 a 1 a 2 a 3 a 4 仍成逆时针方向■而关于过点 



群的典尘例 3 : 循坏群 t 二面休群，矩阵群，对称群 


() 的女线的反射，或 t 旋转与反射的飛积，使 AAA^h 成顺时针方 
向 . 现仏设 y 把顶点变成 A w G ； 1,2 t 3,4L 

怡形成逆时 H 方向肩 7 必定足绕点 O 的旋 

转 .由丁 y 把七嗖成 \ ，因此转魚为 0 - 1) f. 从而 x = ^ J . 

情形2 .■/ 使 A iA 2 A 3 A 4 成顺时针方向，则 y = ^或冇7 
^、（这里^使山八：七^成顺时针方向^^把/^令成 A ,). 容 

M 验 k£ r 」 - tr 7 1 r I . 

Hi 于 J € : ■ 1 ,2 ， H , M 此 

7 G i / ,cr,cx 2 T cr\ ri tf rr ； ,tr 3 r 1 [. (17) 

从 Iflj G [ i 1 , C7 CT J , rj, tr 2 T| 1 - (⑺） 

r 足 u；I <8, 乂从前面 知道」 G . >8_ 因此 IG | = 8 .从时 

dr = ! I ^(7 ^CT 2 ,(j \ T] ,(JT] > (J 2 r Y Ti \ - (19 〉 

从 （ 19) 式，很內然地可以把称为 （ . ； 的生成元 . 它们具冇件质： 

f7 4 r /, r\ — I ^ (20) 

由于 cJT L = r 2 * W 此 （> 2 T 2 — i - 即 （ OT J ) ( c;r ]) : 二 J ■ 由此得川 

T\(7T\ - <T 1 - ( 21 ) 

\li T 0(7 } ■ Cf 4 = L 因此 cr 1 = r 7 j ■ 于足 r 〗* f ? r L = J 3 ■有广公式 （20) • 
(21) 以后 ，（； 中任意两个允蒺的乘枳就都可以计算出来我们把 
(20) , (21) jX 称为的生成元适分的艾系 （ relations ). 这样我们就把 
ili 方形的对称（件）群 （； 的结构完全稿情楚 f : 它冇 两个叶 i 成元，且 
适合又系 （ 20), (21) . 我们町以把 G 简洁地写成 

C - ^ (T * r |^ 4 = r' I T var 二 o \ 、 (22) 

其屮 r ^ .事实 h T 4以是关于 TK 方形的仟意一条对称轴的反射 ■ 
J 二而对 hiE 方形的对称（性）群的结构的研究方法，完全适用于 
任何 -个止 "边形 （" > 3) 因此可以得出下述结论： 

\£ 7i 边形 u _> 3) 的对称中心为 （八用 5表示绕点 （） 转角力 
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&的 旋转 ； m r 表不关于某条对称轴的反射，则 1 H ^边形的对称 

71 

(性）群 G 为 

G — \ I yO ^ a 2 T a TJ ■ ， r ， err* ，…，〆 1 r i ； (23) 

cr f r 是 G 的阏个生成元， G 还可以写成 

G = { j , r 1 ( T pz = r 2 = I , t^t ― (? -1 ) . (24) 

我们把! f 7 " 边形的对称（性）群叫做二面体群 （dihedral gixKip)，id 作 
DJn > 3) ■显然 D ,』 的阶为■由于 mr =因此 - r 

=W n 这说明 a 是非交换群. 


(三）来自代数中群的例子 

例7 模 m 剩余类环7^ 对-丁 加法成一个循环群，它的生成元 
是 H 闵为7= 「1)1 中所有 可逆元 组成的集合对于乘法成一个 

Ad 群，称它为的 单位群 （group of units ) ,记作 L r ( Z r „ ) 或界 
Z 二 （这时不要与的所有作零元组成的集合混淆，这可从 L 下 
文看出 zr „ 到底表示什么）. 

特别地，当/>为素数时， Z p 为域.此时 Zp 的所有非零元组成的 

集合 Z ; 对于乘法成一个 abd 群，称它为 Z p 的乘法群1 
例8 域 F 上的线性空间 V ， 对于加法成一个 abel 群 ■ 

例9 域 F 上所有《级可寧矩阵组成的集合，对于矩阵乘法成 
—个群，称它为域尸上《级 一 k 线性群 （General Linear Group ) ，记作 
GL fl ( F ). 名字的 由来： 给了域 F [—个 ”级可逆矩阵 A ，就决定了” 

维向景空间厂上的一个可逆线性变换 A , 它由 下式定义： 

a ( a ) = Aa r v f / ^ ( 25 ) 

特别地，域 F 上所有行列式为 1 的〃级矩阵组成的集合，对于矩 
阵乘法也成一个群 ，称它 为域 F 上”级特殊线性群 （Special Linear 

Group ) t H 作 SL ri ( F ). 

例 lfl %数域上所苻"级 iF _ 交矩阵组成的集合，对于矩阵的乘 




U 群的洸型冽 子：倡 M . 斟， _ E -; 卞群，矩陴茁，別惊群 17 

法成 一个群 ，称它为 W 级 正交群 （Onhogod (; roi 」 p ). 记作 Or 

杜別地，行列忒为 i 1的所冇"级正交矩阵组成的集合，对十好 I 
乘法也成一个群 ， 称它为"级特殊正交群 （ Spe 6 a [ Orlhogunal 
( in > up ) , ill 作 NO r| 

例 ii 复数域 l 所有"级西 矩阵 （满足 m f 的鉍炻阵 a 
称力 t 11 (矩阵，其中/V : A 0) 组成 的集合，对于矩阵乘法成_1、群， 
称它为"级酉群 （Ummry Gro 叩）记作 L:,」 ■汴怠从上 K 文 K 分"级 

丙群(^次单价根群 [/„. 

特別地，行列式为1的所有"级酉矩阵组成的集合，对于矩阵乘 
法也成 一个群 ，称它为？；级特 殊酉群 （Special Unitary Group )， 记作 

SU ", 

例9至例 11 中的群统称为 矩阵群 （Matrix Groups ) . 

我们常常把 SO 3 看成3维 旋转群 （rotatkm group ) ，这足因为给 

r 一个3级矩阵 A G S 0 3 , 由它按照 （25) 式决定的 R 3 上的正交变换 
4，"】以苕成是空间屮保持原点 O 不动的第一类正交（点）变换，从 
而它是绕某一条过原点的直线的旋转（参看《解析儿何》 （第 二版），庄 
维声编，北京大学出版社19%年出版，第235页的命题6.0」 

例12 作空集合0到自身的所有双射绀成的集合，对亍映射的 
乘法成个群，称它为集合 D 的全变换群 （fW 
Wn ] p ) ■记作 知- 

特别地，当 D 为冇限集合时， D 到自身的-.个双射叫做 D 的一 
个置换 （ permLitation ) ■设 D 含有”个儿素，不妨设^ = U ，2,…，"：， 
送时的-个青换称为"元置换 （permutation on n letrers ) T ■且称 
Q 的全变换群为"元对称群 （symmetric group on n letters ) ，记怍 ■ 

名卞的山來：以 i 为例，下述 3 元多项式 

/(.('] ,x 2 , r^) - t'T + x\ + j\, ( 2f 0 

判斯它 h YT 糾称性『细致分祈：〈定元/ [ w 2 ，作 il --S 
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换，也就是任给集合 D = 11，2,3丨上的-，个置换1它诱导了3元多 
项式环 K L ^ | ,. r 2 d 3 ] 到自身的一个映射5 : 

j c f 

(^/)(^ 1，-。…）⑴，' ■(] 广〜 ]( 夂）」 (27) 

T 1 是对于 （26) 式给出的 ./'{ ，■^2 ) ,有 

U /)“、 ,. r 2 ^ r 3 ) =— 工卜1 ⑴ +小⑺十 ，I ⑶ 

JTJ + ^2 "*" 

= /(- J'i , . r 2 , xj ) . (28) 

加“* ”号这—步相等，是因为 a Vlh US )， 1 。） 是1,2,3的一个 
3元排列.从 （28) 式看出，用 S 3 的所有元素能刻画3元多项式/(^， 
的对称性：不定元 A ，. r 2 ，. r 3 经过任-置换，变成的多项式 

原来的/相等，因此我们把 S 3 叫做3元对称群. 

注：（27)式右端 x 的下标用 tTkO , 而不用^(0,这是为了使得 

f = o{rj). 

详述 如下： 

( OT /) (^! ， … ^T fl ) 

= ，('町厂 1 ⑴， 

= % 1 ⑴） 

二 

=[cr“/)](ii 

因此 m / = a ( rf )- 

设"元置换 a 把 / 映成〜 （/■ = 1 ,2, …， 《) ，则通常把 c 写成下述 

形式： 



G 


0 


n 


(29) 
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由于 a 诘双財 ，因此“ | &…心是1，2 T …， " 的一个"儿排列，反之, 
对 T ff: }j /C 排列， wv% ,(29) 式给出的 cr 足一个 ^元置换 . 丙此 
s" 与所冇"儿排列绀成的集合之间有一个一一对应1由于"元钊列 
的总数为《!，因此：\ = „!, 

S „ 中 仟意两个置换相乘是按照映射的乘法进行，以 & 中两个 
为例.设 


则 



(1 2 

3 4 \ 

(1 2 

3 4\ 



(T -- 


, r = 


1 

1 


(30) 


[2 3 

4 1/ 

14 3 

2 l ! 






f L 

2 

3 

4 1 


M 2 3 4 W 1 2 3 4 .\ 

aT ~ \2 3 4 W U 3 2 [ I 

{ ] 4 3 2 J 



_ /I 2 3 4 

_ \1 4 3 2 

/ I 2 3 4\ /I 2 3 4\ /I 2 3 4\ 

-U 3 2 1)(2 3 4 ,卜(… 4). ⑽ 

我们还可以用一种更节宵的方式写出置换.例如， （30) 式屮的 
J ， 它把1—2,2—3,3_ 4 #1,于是可以把^写成 K 述 形式： 

。 (1 2 3 4). (33) 

类似地，可以把 （30) 式屮的 r 写成 

z (14)(23). (34) 

像（1234),(14从（23)这种形式的置换，称为轮换.即： 

如來一个^儿置换 a 把 M 映成把/ 2 映成&■■，，把^,映成 
，- ，，把^映成 M ,并且保持 H : 余的元素4、变，则称5为一个 r _轮换 （r 

-<)士），尚称为轮换 . id fF 丄也⑴■以 S 成 




( 6 〗 3 … A - 1 ~ . 述可以 $ 成 （ : 3 〖 4 … y ,/ 山） ，等等，特别地 ， 2 —轮换 
也称为对换 （ tr ^ nsp <'> sinon ) . 

两个轮换如果它们之问没冇公共的元素，则称它们不相交 
〈 disjoim ). 例如， U 34) 与 （25) 是不相夂的两个轮换.我们来 i 卜算它 
们的乘积.轮换 （25) 把1,3,4分别保持不变，而轮換 （ LM ) 分别把2, 
5保持不 变了因 此乘积 （134)(25) 把 1^3,2^5,3^4, 4-^1 ，5 卜 di 

乘积 (25)(134) 也是把 1 —3,2 —5,3 — 4,4 —1,5 因此 
(134)(25) = (25)(134)1 这种分析方法对任意两个不相交的轮换都 
适用，内此我们 得到： 

不相交的两个轮换呼乘罕举$冬毕哼 ■ 

^(30) 上厂形•式■的■过程，容易猜想有下述结 i 仑： 

定理1 任何一 个非单 位元的置换都能表示成一些 MM 不苹辛 

㊇ 爭舉畔平中,并且除 r 轮换的排列次序外，表示法是唯一^ 

■ • 设 a G 且 J r 于是在 D 中至少有一个 M 使得 

■设 7(6) 二 — ^， … ，由于 IW = 打，因此在有 

限步后所得的象必与前面的重复设％是第一个与前面出现的象重 
复的元素，设0 < r , 我们断言 J = : L 假如 J > U 我们有 

( y r ~ l { i \) — L - ^ — ^ 1 ( m )^ (35) 

在 （35) 式两边用 <7」作用，得 

d 、） = ㈤ 

即= i ,_ l ， 这与 G 的选择 矛盾因 此7 = 1 +从而厂 = h ■于是得 
到一个轮换 q • {i 、 i 2 ■“ i r h 

在^\丨^,~，…， d 令 重复上述步骤，便可得到 a 的轮换分 解式： 

(7 =汀1巧 … t (37) 

从上述作法可知 .（37) 式右边的轮换两两不相交 ■ 

唯一性，假设还有 


a — 




(38) 
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其中 r ] ， r 2 .…， z \ 是两两不相交的轮换.任取在 a 下变动的元彖^ T 
则在 o , ( t 2 T …， a 中存在唯一的 ■■: h 使得 cr ,.. ( u 同理，在 r ■ , r 2 , 

…， r __ 十存在堆一的 t 使得〔 tO i w ，我们有 


< U ) ，」 U ) 二 d ，), 川 U 」，2, … (39) 

由于 ~ 二 （ a a 人 u 、 ol ( a ) …） ，八 =(，} T ^(. u ) T ^{ n ) ■ ■ ■), 因 
此 q r h ，继续这样的讨论 t 可得 / 二\，并 JL 在适当排列 r | 

的次序后 ，有 〜/ = 1 ， 2 ， … T / _ 从而 唯一性成立， 丨： 


现在对于 （30) 式屮的 c . r ， 用它 1(」的轮换分解式（33)、（34)米 
做乘法 . 


ar = (1234)(14)(23) = (1)(24) ⑶ (24), (40) 

m -. (14)(23)0234) ^ (13)(2 H 4) - (13). Ml ) 

像（40)、（41)式那样，在运算的结米中常常把】-轮换省'略不苧 
位元臬 e 可写成 （1 K 也可写成 （2), 芩等」 

对于 （3 ⑴式中的1容易求出它的逆兀； 

/ ] 2 ^ 4\ 

a 1 = = (1432)」 ⑷) 

U 1 2 3/ 

比较 CT fT ~ ! 的轮换表示式，看出 

( 1234)-' = (1432), (42) 


fll 此猜想： 

( ! i ，！：，…， i r L (^1>乂 I '.' Q ). ⑷） 

这可以 ft . 接验 ijt 如下： 

“丨" 2 . ■■、1 /, ) C / 1 L … 

= (M )( ^ ')D ; (44) 

类似地 4 以苕出它们交换位 置后的 乘枳也等十单位元素.从而（ 43) 


式成立. 

通过#接计 w 吋知 下式成之： 

( 1234) ( 14)( I 3 K 12 V 



-般地，可以 ft 接验证 F 式成立： 

( /山 i ' :1 …; V — £、）二 （ zW )( ? m ) … f ' (45) 

(45) 式表明，每个轮换可以表示成一些对换的乘积.冉结合定理 I 
便得出下述结 论： 

推论 2 每一个置换都可以表小成-些呼學和竿 ft 门 

注意把置换表示成对换的乘积，其表示法'不*唯一 ; A n _ 这些对换 
会相交（即，有公丼元素），例如 

(134) = (14)(13)， (46) 

(134) = (12)(34)(24)(12), (47) 

从（46)、(47)式看出，虽然把 （134) 分解成对换乘积的方式不唯 
-，何是在这两种分解式甲:，对换的个数都是 偶数， 这是不是反映置 
换的内在性质？我们来探讨这个问题. 

设 a e S n ，它分解成对换乘积的一种方式为 

<7 = T iT 2'" T k , (48 ) 

考虑 七，』:，…，〜 的范德蒙行 列式： 

ll I … 1 

A A ■■- 义、 

P 

/ ( ”， 2 ,… T ^2 … r2 n I ■ (49) 

•• 

» ► 

% ■■ 

■ * 

丄 r 1 “ ‘/ r 〗 

Ji I ，.: T 2 , 、是"个尤关小定元时，/( 11 t ， …， J ： ) 属于上" 
乂 屮任一对换 r = (，: ;），它诱导的 K [- r , ,. r 2 , …， A ] 到 
自身的映射 P 使 ，^ J 中的 a 4 a 互换位 ft , 从而使 
(49) 式右端行列式的第；列与第 J 列互换，因此 

( r / ) ( - r 【卜; r 2 ，…，丫" ） = - ■/ ( 又1 ， - (50) 

于是由 （48) 和 （50) 式，得 

( df ) ) - ( - …，上 ^广 （51) 
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山十 （5 i ) 式左端 n 依赖于^内此 （5 i ) 式右端川观的 （- I ， 足十 1 
述足 - 1 ， 宂令由 rr 决定.小依赖于^的对换分解式 （48 V 当 （. 

十 1 时，我们称々 iZ : 偶置换 （( l vrri permutation ) ; (- 1 1 时， 

称^是奇置换 (<xid pemunration ) _山此肴出，胥换。的对换分解/ 巾 
出观的对换 个数々 的亨,牟足山本兑决定的 
零^ r -> m . 丁*是-我•们 W ‘出 i 、 

i 结论： 

命题 3 置换 a 是偶（奇） a 换当 I [.仅当 a 的对换分解式中对換 
的个数为偶（奇） 数. □ 

抒别地，每-个对换都足奇置换。每-个3 -轮换都是偶罝换 T 

■ ■ *■■ •蜃. 

这足因力 （ l )々） = ( 沒 )( ) ■ 

由命题 3 立即得到，〒卞噚；枣哼平 fl 坳學，，孕.从 (43) 式肴 
到 ， r - 轮换的逆仍是 r 2 .•结 Vt + 定’理’1:(4’5)’乂以及命题3便得 

出 ，，旱 率巧年年旱； f _ 译，显 然单位 素是偶 S 换. 因此\中听有 
偶青_¥组•成•的映射乘法成一个群，称它力〃元交错群 
( ahernatin ^ group ) , ill 作 A rl . 

由丁任 一偶置换 r 与 （12) 的乘积是奇 H 换，任一奇置换与 U 2) 
的乘积是偶置换，因此 A , f 与\中所冇命 a 换组成的集合之问冇一 

个-对应，从而 _ A J . S r . | '•' 

习题 1.1 

1 -写川正卜二梭锥 t ri^hi regular pyramid oil a twelve sided 
ba . e ) 的旋转叫称（忭）群的所有儿素 t 这个群是不足循环群？ 

2 .〔「 J 出 jK A 边形 （regular hexagon ) 的对称（性）群的所有元永 * 
它的生成元是 f 卜么？生成元适合的关系冇哪些？这个群的阶是多少？ 

3 . ] F _ II 边形 （regular pen < agon ) 的对称（性）群 为 
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[)气 = { a I〆 


I y TtTT 




a 


2 jt 


其屮 a 表尔绕中心 G 转角为 f 的旋转， r 衣示艾 T 某一糸刈称轴的 

反射，说山 ^ r , a 2 3 r ,^ r ^ 4 r 分别及示关 T 哪一条对称轴的 反射； 说 
出 Ur ) U \) 是/) 5 中哪个元素？ 

4 . 写出正四面体 （regular tetrahedron ) 的旋转对称（性）群的所 

冇 juM . 

^ 5. 写出正 方休 Oubd 的旋转对称（性）群的所有元素 t 
6. 写出 z 15 的笮位群 u ( y ^) 的全部儿素，说出 u (; a 15 ) 的阶足 
多少？ 

mm 是正整数，在0,1,2 ,…， m - 1中，与，"互索的整 数的令 
数记作4川），称它为欧 拉函数 .证明：7&的单位群 C 7( U 的阶等 
于 if ( m ) , 

S . 设3级实矩阵 A 为 

2 1 2 


A 


2 


3 

2 


3 


2 

I 


3 


3 

2 

3 


(1) 说明 A G SO,; 

(2) A 讨以表示空间中绕哪一条貞线的旋转？ 
9.在 S 5 中，设 

1 2 3 4 5\ /I 2 3 

T CF 2 = H 

3 1 5 2 4 / \4 5 1 

(1) 求 Ox^2 ， <S 2 <J A ； 

(2) 分别写出^1,^2的轮换分解式； 

(3) 求 err 1 ? 

(4) 分别写出〜的一种对换分解式； 


4 

3 


2 



§ 2 了群，居 _，I wv 芭捏，娟坏 gf 的-了酊25 
(5) 说出是偶 W . 换，还足奇置换， 

UK r - 轮换记偶肯換还足奇置怏，与「的奇偶忭有什么关系？ 
IK 分别 写出 A ,, A 4 的所有儿素（用轮换分解式表小） 

12 . 设 (T = G [ ~… r .) ,则对于仟总 r G \，有 

mr 1 = { r ( / 1 ) t ( i 7 ) … t ( i /)). 

§2 子群，陪集， Lagrange 定理,循坏群的子群 

a , JS ^儿对称群\的子集，它 对丁映 射的乘法也成 个 群. 
SL / F ) 足一般线性群 GL „( F ) 的子集，它对 T 矩阵的乘法也 
成 一 个群. 

so , 足正交群 a . 的子集，它对于矩阵的乘法也成一个群 - 

像上面这样的许多例子.促使我们抽象出下述概念： 

定义1群 G 的非宁子集 H 如米对于 G 的运算也成一个群，则 
称 H 为 （; 的子群 （ subgroLip ) - 

II 足群 （； 的 f _ 群 " 了简 k ： 为 “H < (;”. 

实数域 h "级一般线性群 d ,( K ) 的 /■ 群冇 dL / Kha , 
S() fi , 它们之间的相互关系可以用卜图友示： 


GL„(R) 





罔1 2 
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■ - _ - —■ _— — __ ^―^― _ ^―^― ■■ — — 

" 7 t 对称群 S „ 的任一子群称为 h 元置换群 （group of 
permutfiTions ). 

作空集合 /} 的全变换群％的任 -- 子群称为 ◦ 的变换群 
(transformation group ) . 

群 G 中，仅由单位元素 e 组成的子集 U I 显然是 G 的〜个 子群； 
G 本身也是 G 的子群 . U ! 和 G 称为 G 的平凡子群 （trivial 
subgroups ). 群 G 的其余子群称为非平凡的 （non - trivial ) * 

从定义1看出，如果 H 是群 G 的子群，则冇 

([)a,b e H =^ab ^ Hi 

( ii ) G 的单位元素 p 是 H 的单 位元； 

(m) d e H 1 e H , 

性质⑴ 称为 H 对于 G 的运算封闭.性质 （ ii ) 成立的理由如下 ：设子 
群 H 的单位元是，.则= 〆 .两边右乘，在 t ； 中的逆元（ 〆 ） ' 
得 〆〆 （，） 1 = /(，广 1 +由此得出 〆 f r 由于 eV =，，因此，二 
p ' 关于性质 （ iii ) ,设 cz G H 在 H 中的逆元为6 ,则 ab — ba - e . 从 G 
中宥此式得3。因此， 1 G 仏由性质 （0 和 （ iU ) 得，“《 ,6 6 
H - ^ab ] e H'\ 

反过来，我们有下述子群的判定 方法： 

命题1 设 H 是群 G 的非空子集，如果 H 满足： 

^a,b 6 H ^^ab l ^ H", 0) 

则 H 是群 G 的子群. 

证明 由于 H 非空，所以 H 中含冇一个元素1由 Q 知条件得， 
aa ~ 1 ^ H . BP e G H - 

任取 A G H ， 则 A 1 G H ' 即 r 1 €見 
仟取 cj )^ H ,由于 1 6 H . 因此^/厂^…云仏 
即4 e H , 这衣明群 G 的运算也是 H 的运算■结合律 M 然成立■综上 
述得， H 是 G 的浐群. □ 

山户群的件质以及命题1,容易得出下述结论： 



% 2 子群，陪集， Lagrange 定理 ， ill W 群的子群 27 
群 G 的仟意子群娛丨汁 U e / :的交 HH , 仍足 g 的子群. 

」 W 

我们町 以通过子群来研究群的结构. 

从群 G 的一个 I 空子集 S 出发，我们可以构造出一个包含 S 的 
鉍小的 f - 群，幻然的想法足，取 G 的包含、 S 的所冇子群的交 

n 仏 ( 2 ) 

、-- ir 

由 h . 述知，这是 （； 的一个子群.如果 G 的任一子群 K 包含则 K 3 
然包含 f : 述交集.因此丄述交集的确是 G 的包含 S 的最小的子群.称 
它是由 S 生成的子群 （subgroup gem-rated by S ) •记作< S ) ■■此时称 S 
[ 广群〈 S ) 的生成元集 （-n of generators for < S )). 

< S ) 屮的儿素是什么样 f ? 

命题 2 设 S 是群 （_； 的个非空集合 ，则 

、 S> r?-"" 6 S, ^ Z t 1 < i <-.k, k £Z' \, 

⑶ 

K ； 中心不必足不同的. 

证明把 （3) 式右端的集合记作 H ， M 然 H ] 任取 H 中两 
个元索： 

h , «4、 h 2 - 

其中， >■, c > s ， 」 ，《 , 6 z ，1 < / d ，1 <：■厂 z . 我们有 

h ' h 2 '二 …、…: v 2 '，vp € H - 

㈤ 此 H < (;. 由于 HP 因此 is )， 由于 （ S ) 是子群，因此 H 
中任一元素瑀于以）■从而 HG 〈 Sh 凶此 H ( S >. □ 

特別地 f 如果、 幻= G T 则称 S it 群 G 的生成元集.或苔说 s 的 
所有元素生成 G 

如果群 G 有-个生成元集是有限集，则称 G 是有限生成的群 

( finil^'ly genera Fed group ) . 如果送个生成 /H 集足丨“ 丨， “ … 则 

i\i (I — <_ u 《 卜 … ， " 卜 > . 
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M 然，有限群 G' —定是有限生成的（因为 G 本身就是它的一个 
有限生成元集）.反之不对 f 例如整数加群 Z 是有限生成的（它由1生 
成）， m 岳 z 足无限群. 

从§ 1 中循环群的定义知道，群 G 足考乎〒当目-仅当 G 申了 t 
亏率字字■设 G 二'«>."」分成两'种 情形： •… * 

* ' if 1 对所有的正整数川，都冇，关〃.此时，如果』， j . 则 
a 1 d .从而〈〃 ） 的姑构为 

( a ) ^ a ~ 2 ^ a ' ] , e t a , a 1 ^ a n , i . (4) 

此时，为字平平- 

情形 2 >在正整数"，使得 〆 ■= t 设，:是使得 〆 成立的 

■ * v V m * n 

_小；寧零，则的结构为 

{ a 、') = i e , u , a 2 ， -1 L (5) 


此时， 的 ㈣ ， 7 i 

二面体群 D „ 是由两个元素生成的，但要注意：两个元素生成的 
群不止是二面体群，还有很多群是由两个元尜 生成的 ■ 

«元对称群\由几个置换生成？我们作一个初步调查.我们已 
经知 _ ii ， s 〃 中每个置换可以 a 示成-些对换的乘积 ■ 乂任 -- 对换 
dj ) 可以表示成 

( ij ) = ( 1 / ) ( Lj ) ( 1 0 ■ 

因此可以由丨（12),(13)，…生成，即 

S „ = ((12)，（13) ，…， （1，!）乂 W 

* 思考 ： S „ 能够由两个元素生成吗？（参看习题 丨 的第 5 
题 - U 元交错群 A n 可以由哪些置换生成？（参看习题 1.2 的第6题 ■) 
群 G 屮，由-_个元素《生成的子群是循环群■如果 U > 是无 
限群，则称。是无限阶元素，记作 k 1 = 如黾的阶为《，则称 
元素 a 的阶为 n ， 记作 U I = «，从上面所讲的循环群的结构立即得 

群 G 中元素 u 的阶为 ™ 当旦仅当对 -切正 整数川，都有 W 
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群 G 屮 兀素〃 的阶为〃当 且仅当 《足使/ _-_: f 成立的最小止整 
数， 

S ! t 中，设 r 7 = ( " ， d 2 …义 ） ，则 V -■ ( 1 ) ; 而当丄 / < r 时 T V / 

(1). 间此^的阶为^即，-轮换的阶力 r . 

域 F 的单位元用 e 表示.如果 r 在>'的加法群中的阶: A ； 则称 
域 F ■的特征为 (K charnrrerist u ' 0 ) :如汜^在 F 的加法群中的阶为 IH 整 
数户，则称域 F 的特征为/> ( cbrwveHsdc 〗>乂域 F 的特征记作 
diar F . tij 以证明：域 F 的持征或者为 （)， 或荇力__个素数.还可以证 
明：域 F 的汀.-非嗜元“与〃在加法群中的阶相同乂这些址明"」参看 
《高等代数 （ 卜册） k 丘维声编著，高等教育出版社 1^96 年出版，第 
151页 ■) 

元桌的阶这个概念对 T 研究群的结构会有帮助■这甲-我们给出 
冇又元素的阶的几 个常用 结论. 

命题3 群 （； 中，设元素 u 的阶为《 .则 
(]、，--- e 3且仅当 " U "; 

(2) 对于任意 lE 整数 I 有 1 〆 ！ - 0770' 

证明 （1) 必要性.设，= r 作带余除法 r 

m - hi -t r y 0 r < n . 

则 e - 二 。 w d …：二 a l 7 t a r :: W 二 a ' 

由于丨 fi I =" ，从上式得出 r = 0 ■囚此 n : m . 

充分性 ■设川 =/ ■^则， =/ 二匕 

( 2 ) 没 I 〆 I r 设 h = n' ( ti ， k 、 ，k 二 ! ( w ，女） ■ 则 （” ■，左 j )= 

1 ， 山 -r 

( V )、 = e ， 

因此 5 j 7? 卜山于 f _ {#..、、-/、 ，因此 n 4 s ■即 n^n , k ) \ k { (n , 
々）， v . 从而 〜 I hi 由于 （〜， 幻 ） =i , 内此 ， m u ， 综卜 m 、- 




命题 4 设群 G 中 !>C 素 a ， A 的阶分别力〃， w T 如果 W 
in ' m ) : 1, 则必的阶等于 77 ?n . 

证明 由于 w = 闵此 

{ ah }^ - a ， 严 --: 二 e ， 

由此得出， M 是有限阶元素，并 K M 的阶 
由于 U6V = ^因此 


e = ( ab) sn = W = b in . 

由此得出， m I川■由于 （W ，71 ) = 1 T 因此〃！ U ■同理可证 H 仍然由 
于 （/" ， M ) = 1 T 因此 WH U ■ 

综上述得 d ^ /?W . Q 

例如，在 6 阶循环群 t ； = 中， 


6 

(6~ J ) 


- 3, 


6 

(673) 


(6； 4) 


I I = i a 2 a ^ l -3 x 2 = 6. 

从匕述 6 阶循环群的例子看到， U I = Ul - 6 


二 la 4 I = 3, i a 3 I =2 ,M - I 这表明的每个元素的阶都是群 


、 a ) 的阶的因 ？ h 

任意一个有限群，它的元素的阶是否都是群的阶的因子？为了回 
答这 -- 问题，以及为丫研究群（不论是有限群还是无限群）的结构， 
我们将利用子群给出群的一个划分，然后通过这个划分来研究群的 


结构. 

把一个集合划分，这是日常生活中常见的现象例如，庆贺某— 
位冋学过生 n 时，把生 h 蛋糕切成许多小块；人们为了劳逸结合，把 
赘数集 划分成“星期 一”， “星期二'…，“星期六'“星期日”等 7 个子 


集， 

如何给出集合的…个划分？ -个非常冇效的方法是，在集合 S 
上建立一个等价关系，那么所冇等价类组成的集合就是 s 的一个划 
分(参看《高等代数（第二版）上册 I 斤-维声，高等教育出版社 2002 年 
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7门出版，第 I 外豇的定理 2). 



图 1 一 3 


例如在几何空间中，如果给了一个过原点 O 的 平面？ 那么& 
以及 y &平行的所有平面 m 成的集合就是几何空间的一个划分，其 
屮每一个平面是下述 等价义 系的-个等 价类： 

()A - ()B OA - 7}B ^ 

从这个例子受到;^发，对丁群 G ， 利用 它的一 个子群 H ， 定义- 
个二元义系如下 ：对丁 a 4 规定 

del r 

a - h < —— > bG H ] (7) 

山 （7) 式定义的关系〜足个等价关系，证明 如下： 

( i ) 反分性■任取 U 〜■有 U 6 € H ， 因此。 

(ji) 对称性，设 u 〜 A , 则 6 1 u 6 ，从而 （ 6 L a )" 1 G H ，即 

^ 1 h e jks 此 a 〜 u- 

( iii ) f 4: 递件.设 A ， A — 「，则 /v ] ut E ^ G H , hK |flj 

( r 1 h )(. h ~ ] ^ ) ( r ~ H ^ SP c 1 w G H ^ 因此 & r . I ~~ I 

上述等价关系就可以给出群 G 的-个划分.为此我们来求等 
价类.〃确定的等价类^为 

a = \j' (z (r\r — - ! (j 1 / € H 1 
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= i jr (r G \a~ l x = h y h G Hi 
■- U- (; I 』 =ahji e Hi 
\ah \h €_ H \ . 

令 

i ah 1 h e Hi - ⑻ 

称 是了群 H 的-个左陪集 （left coset), a 称为左陪集的一个 
代表 . 子群 H 本身足 - 个左陪集（因为 H = pH) 4 是左陪集 H 的一 
个代表 . 

h 述推导过程表明，〃确定的等价炎 a 就是左陪集.于是从等 
价类的有关性质立即得出左陪集的性 质： 

性质 1 afi = bH h~^ a ^ H; 

性质 2 子群 ff 的任意两个左陪集或者相等，或者不相交（即它 
们的交集为空集）. 

上述两条性质可参看《高等代数（第二版）上册》（丘维声编著， 
卨教社2002年7月出版）第159页的事实4和定理 1. 从性质1看出， 
问 个 左陪集里的任何一个兀素都可作力这个左陪集的一个代表. 
群 G 中，子群 H 的所有左陪集组成的集合就是 G 的一个划分- 
群 G 中，子群 H 的所有左陪集组成的集合称为 G 关于 H 的左商 
集 （left quotient seL) ，记作 （ G/H) ; ■ 

类似地，对于 aJ) € G , 规定 

a h ^ah J € H f W 

则这个二元关系-也是一个等价災系 了 此时容易推导出 

a = I ha \h ^ H \ . 

令 

Ha \ hu Ji ^ H\. OO) 

称 Hu 是 T 群 H 的一个右陪集 （right coser). 

从等价类的冇关性质吖得出心陪集的性质 _ 例如， 




分 2 孖群 ，陪定 r Las^ian 定 1 埋，循 t 不群的 rf 卽 ^3 

_ __ ■_■_■_ _ ■ .. _ _ 

Ua = Hb ^^ab~ [ € H, ( 11 ) 

群 （； 屮， f - 群 h 的所冇右陪集 m 成的集合也是 c ; 的一个划分 . 
iA 个集合称 W G 关于 H 的右商集 （right quotient set ) ，记作 （G /H ) ，… 
群 C ； 关十 T _^/ f 的左商集与右商集之间有什么关系？令 

/ : ( (t/H ) ,— ► ( G /H ) f . , 

aH ^ —-^Ha X . 

山于 

aH hJ ]< ~ > fr'a €_ II )(^' _1 ) ■' t ： II 

^^ I-Ib 1 = Hi ' 1 t 

因此 / 是映射，件 M . 是单射.兄然/是滿射，从而/■是双射，即人商柒 
( G / fi ), 商集 （（ w ), 之间有一个—— m ' v :_ 

集合有基数 （cardinal number ) 的概念，如米两个集 ft 之闹有 - 
个 _— 对应，则称这两个集合有相同的基数 < 例如， N ， Z ，0 有相同的 
基数，而0与 R 的苺数4、同，我们用 in I 表迅集合 D 的基数.当为 
无限集时，记^1 = ™ .注意两个无限集的基数虽然都记成™，但足 
它们有4能小相同_当 D 为有限集时 A 的基数 W I 等于 n 所含元 
尜的个数. 

上述表明，群 关于 f 群 h 的左商集与右商集有相同的掉数. 
群 G 关于子群 H 的左商集（或右商集）的基数称为 H 在 （； 中的 
指数 （ indexhki 作 I G : HL 

如米群 G 的子群 H 在 G 屮的指数 [G : H ] = ^则由于/^的所 
有左陪集组成的集合是 G 的一个划分.因此有 

C; H U U a,H U "* U (12) 

其屮 H 两两不相夂，我们称 （12) 戎是群 G 关 
丁子 群 H 的左陪集分 解式. 称为 H 在 G 中的左 

陪集代表系，我们常常把 f U 成 m 

敁然 ，在 子群 H 与它的仟意一个左陪集之间有-个双时: 
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fn 丙此 | H ! = e 利用这个结论和 （12) 式，我们 

可以得出下述車:要结论； 

定理5 (Lagrange 定理） 有限群 G 的任一子群 H 的阶必为群 G 

的阶的因子.更精确地，我们有 

\G \ = | H , 1_ ('； ： H J. 03) 

证明 从群 G 关 于子群 H 的左陪集分解式 （12) 得， 

G | = V) I | = I H | = ' H | r - | H 1 [ CJ : H ]. 丨 ] 

L = 0 ^ =0 

推论6 有限群 G 的每一个元素的阶是 G 的阶的囚子.设 I GI 

= 川，则 〆-^ t V ^ G , 

证明 任取 《■ 6 G , 我们有 M = I <«) I ，从而 U 丨是 | G | 的 
因子. 

设 | G I ■二 7" ,由于丨 u 丨 j ，"， 因此 〆 = e . LJ 

推论 7 素数阶群一定是循环群- 

证明 设群 G 的阶是素数，于是 G 中有非单位元1由 

于 Mb , 因此 Id = r 于是 G ^ ( a ). G 

利用推论6,我们可以给出数论中费马小定理 Little 

Theorem ) '-个简短的证明. 

定理 8( 费马小定理）如果 A 是素数，并且 a 不是/>的倍数，则 

a !J 1 ^ 1 (mod p ) . (14) 

证明 由于 a 不是户的倍数，因此 a 6 Z ;， 由于 |7 J i 二 P _ 

1,据推论6得 P 1 = T , 即 P = 1 ■从而 〆 _1 = Kmoa p ). n 
现在我们能够决定有限循环群的所有子群. 

定理9 设 G = U > 是《阶循环群，则 

(1) G 的每一个子群都是循环群； 

(2) 对于 G 的阶 w 的每-个正因子 s ，都存在唯一的一个 s 阶子 
群，它们就是 g 的全部子群. 

证明 （1) 设 H 是 G 的非平凡子群，则 H 中有 G 的非单 位元. 
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TS4： H 中存在¥指数最小的 a 的方幂.设为 a ^ k 关（).任取 v e 
/L 设 

q = Ih + r , 0 ' ：i r < k , 

则 

，/ = a q 一上- a fi { a h )^ ^ H , 

假如 r 乒 0 .则 七 式与 7 的取法矛盾，闪此〃 = U , 从而/ - (/)_ r 
( (广〉 - 于是 H —〈 y - 从 jflj H = \ a k ) ~ 

G 的平凡子群 >丨 ，（； 显然是循环群. 

(2) 设 s 是 G 的阶^的仟一 ih : 因子，则存在正整数夂使得" 

山 - 山于 I u i = n ,据命题3得 

^ I _ — I 1 JL = t 

U (n , d ) d L 

闪此是 g 的一个、阶子群. 

设 H 是 （； 的仟意一个阶子群，据（1)的结论知， H 是循环群.设 

H ~=〈 f /〉 ，于是丨 I = i } 又有||^丨=因此 （ H ， 办） 

丄从而存在 u ， z ; G 使得 

un -^- vk = d r ( 15 ) 

于是 

，…乂 . ，』〆=: ( a k ) z， G ( a k ), 

从而 w ，>. 又由于它们的阶都等于 s 因此< 〆 〉 =(?) = H ， 
这证明了 G 的5阶子群唯' 

据 Lagrange 定理，〃阶群 G 的每一个子群的阶都是”的因子，因 
此上述得到的子群就是循环群~的全部子群1 L 」 

从上述证明过程中看出+设如果（"，々）= d , m < y ，x = 
.特别地，当以=1时 ，我们 " j 以得出： 

{ J ~ \ 0 ) 〈- (”.々）=1， 

从向、 阶循环群 u 〉的生成元恰好存 " K 其中 〃） 是欧拉盈 
数，它呈 （)，] 上… ，” _ 1 屮与" 互素的整数的个数， 
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循环群一定是 abd 群，反之不对.现在我们利用定理9以及打关 
元素的阶的结论，探索有限 abel 群为循环群的条件，首先我们给出有 
限 abel 群中元素的阶的件质_ 

命题川设 G 为有限 abcl 群，则 G 中存在个兀素，它的阶是 
( J 屮所有元素的阶的 倍数. 

证明 设^圮冇限 aber 群 g 中阶垛大的-•个; l 素的阶为^ 
假如 o ' 中有一个儿素^使得 a 的阶川不能整除^则存在-个素数 
p 满足 

/>「；川 t f [丄 〆 t T 

设 m ; lp T , ti — kp y ，其中 f) 4 s < r 、 (■ k ， = _! ■由于 I "■= 

^4、 = // W - 1 = 厂” 一 、 -UU〆 J ) 1 , ah - 因此据 
\ n } , 1 ) {n , p ") 

命题 4 得 

! b l a“' = p r k > p、k 二 n ， 

这 ^ u 是最大阶元素矛盾.内此 g 屮所有 儿素 的阶都能整除1「 
现在我们町以给出有限 abel 群为循环群的条件 ■ 

定理11设 （ ；为有限 abd 群，则 G 为循环群当豇仅当对于仟一 
正整数，方程 f 在0中的解的个数不超过 W . 

证明 充分性.据命题10, G 中有一个元素 a ， 它的阶 《是 G 中 
所有元素的阶的倍数，从而 心中每 一个元素都是方程/ = p 的解 ■ 
由已知条件得 I G | < ^又由于 [ G ， 因此《 <1 GU 从而 I M 
; rt . 于是 G = { a ). 

必要性.设 G = < a > 的阶为1对于任-正整数 ™ ，令 

H = U € G |.r" =㈠ ■ 

显然 e 对于任意 e = b m c ^ ~ 因此 

e 从而 H < G . 据定理 9 得 ， fi = < 〆 〉，其中 3 是《的一个正因 

f , 且 h 的阶 . s . : 4.，据 h 的定义得 ， （/r = ^由于/的阶为 .I 
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■ _ — — 一 — ■ _ — ^― _一 

因此■、 ■ 川 ■ Mv 如 I 、 ；_■; ?" ，即 I i~f 1 :;;: 川. 这就证.明 r 方程 t 。」= e ^ 1 . (i 
中的解的个数不超过川 . ： 

定理11々黾■要应用. 

定理12 心限域 f ' 的乘法群^必为循环胖. 

证明 由 r •域 i 7 i.w 次多项式_/(义）在 f 中至多冇川个根（重 
根按重数计算），囚此別十仕一正整数川，力_样.广=〃在 F _ 屮的解 
的个数不超过 m (显然 () 不足， 1 = f 的解）由丁 是柯限 ahd 前， 
闪此椐定理 n ^-. F 1 必为循环群， LJ 

利用定理12和定理9,我们可以給出教论中 Wilson 定遝一个群 
论的证明（在习題 1.6 的第13題还将给出 WLon 定理的另一个群论 
的证明）. 

定理 13( Wilson 定理）设/>是倉教，則 

{ p - 1)1 =- \ (mad p ). (16) 

证明 如果2 ,则 （16) 式显然成立 t 下面设 p 是奇素教」据 
文埋12得， Z ,: 为抛钚 群 . Z ,: 的阶/， 1为偶数，因此有卞丁的2 

阶子群 ， 从而有唯一的2阶元 了 由于 = t 2 . T , 且 = r 关了，因此二 r 是 
2阶元. 


在群中，设 u fe ，，…， 


[ 分別是1,2,… 

, - 

1的逆元.则 

( 1 . 2 ■… - 户 . 

1 

)( <7 I a ^ m " \-]) 

= T . 

(17) 

由于群中不同元耒'的逆元不相等 

，因此 



： 0 [ ， 々 f … y U p 

1 

1 s 

；1 ，2 ，、_p - 

- lV 

(18) 

从 〔17)、U 8) 式得， 





C 1 - 2 * ' 

* ■ * 

户 - 1) 2 -- i . 


(19) 

如果能证明 1-2. p - 1 

/ 

T ， 则 了 + 2 . 

1> -- 

1是2阶元，因 

此 





1 _ 2 * " 

1 * 甲 

P — \ -- 1 


(20) 

即 1 ■ 2 •… 

.(■ 

P 1 ) = - 1 ■ 
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从而 mod p ). 

现在来证 T- f./T= Tf T 」 由于 7 ; 是 /J - l 阶循环群，因 

此它可以写成 


Zf = \ e y a ,a 2 ^CL P 


2 i 


假如 


2 


V 4 r ■ 


P ~ \ = 1 ， 迪 


e * a 


a 


a 


S *-2 


a 


2 


( 21 ) 

( 22 ) 


由于 u 的阶为 p - I ，因此从 （22) 式得 

(户 — l)i 如户一 !)(/> - 2). (23) 

从 （23) 式得出 j - 2 = 2 欠对于某个整数 厂这与 是奇教矛盾. 

□ 


习题1_2 

1 . 设々 是 ■个非 负整数，令 

kZ ^= \ km\.m & 7 A T 

(1) 说明是整数加群 Z 的 子群； 

(2) 说明 1 Z 是循环群. 

2. 设 H t K 都是群 G 的？群，令 

tief 

HK = =^= \ hk \h ^ h 7 k K \ . 

证明： 为子群当且仅当 HK 二 KH , 

3. 在复数加群 C 中，由1，?生成的子群 < lw 〉 称力高斯整数群 
(group of Gaussian integers ) ，它的元素是什么样子？ 

4. 如图1 - 4是一个正方形的棋盘，求它的对称（性）群 ■ 

*5. 证明： 

( 1 ) S r , ((12) ， （23) ，*..,( n - 1 Ti )) ； 

(2) S , - U 12_ MJ 2 




习题 u 3y 



圍 1 - 4 


6. 证明：当^ 时， 

(1) A , llj 3 -轮换 生成； 

★ (2) 火=、（123)，（124)，…， 02 "》r 

7. 在 SL ,( Q ) 中，设 

/0 - 1 \ / 0 1 \ 

A = (1 0 )，叫 - 1 - L ). 

证明： A 的阶为的阶为 3,/ Ui 为无限阶元素> 

8. 证明： 如果群 G 的毎一个非单位元的阶都为2,则 G 必为 abel 

群 ■ 

^ 9 . 证明： 如果群 G 的阶为偶数，则~必有2阶元. 

UJ . 证明欧拉 （ Fulcd 定理：设 U 足正整数，如采整数 U」.J " 互 

永，则 

= 1 (mod ^ , 

其屮 ( p ( rt ) 是欧拉函数. 

1]- 求6阶循环群 G 〈《〉的所有尸群. 

12. 求的所有子群. 

13. (1) %出 A 、 的所侖 f 群； 
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- (2) 证明 A 4 没有6阶子群. 

^ 14+设 H . K 是群 G 的有限子群， 证明: 


HK\ = 


\ H \ - IK 
\H f] K\ 


§3 群的同构，群的直积 


我们 Q 经认识了一些群，世界上的群多种多祥，使人眼花瞭乩， 
如何辨认哪些群在本质上是-样的，哪些群在本质上是+同的？对于 
本质上一样的群， n 要拿一个比较熟悉的群来研究就吋以了，起到事 
半功倍的效果，进一步，数学家们的宏伟目标是想了解世界上有多少 
本质上不同的群. 

什么样的两个群在本质上是一样的？止我们来看一个例子.二次 
中位根 群 u 2 Si , - U 的乘法表，与&的加法表分別 如下： 

! 1 - 1 0 r 

I 

1 1 1 - 1 o J o T 

! 

11 1 I I 0 

把 [ J 2 的乘法表屮的1， - 1 分別换成 O , 便得到2 2 的加法表，这表 
明与&除了元素的名称不同，运算的名称和定义不 N 外，其它都 
是一 样的也 就是说，群 U 2 与 Z 2 在本质上是一样的.说得具 体一点 
就是，[/ 2 与4的元素之间有一个 一一 对应： - l ^ T , 并 R r / 2 
的任意两个元素的乘积对应于它们在 z 2 中对应的元素的和.由此受 
到启发，抽象出下述 概念： 

定义1 设 G 和心 是两个群.如果 G 到 G ' 有--个双射^，使得 
对于 G 中任意两个儿素 a f 6，都有 

ij(ab) = a(a)a{b) , ( 1 ) 

那么称群 G —J (.'/ 是同构的 ( isomorphic ) , 作 (j = ; 称^是 G 到 
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( 〆 的 -个同 构映射，簡称为同构 （ isomorphism )， 

由匕而的议论知道乂 L f z 2 . !7 2 是2 阶循 环群， A 也是2阶循 
邱群，足不记仔何一个2阶循环群都和乙同构？更-般地，足不是任 
意 -个 w 阶循环群都 1 vz ^ 同构？无限循坏群与哪个（些）群同构？> 
面的定埋1问答了这些问题. 

定理1 任总-个无限循环群都 W Z 同构； 任总一个 w 阶循坏 
群都 M K 1 构. 

证明 设 n :) 是 x 限循环群，则 

(; = w / ^ z ! 

建」7 G 到 Z 的一个映射 <7: 〆 r 外，姑.然 a 是双射，并丨 L 存 

<y{a k - a' ) = cr(a^ W ) = k l - tr( o ■” + rr (u._ ) ， 

因此 f ; = Z 』 

现在设 G - 、 a ) 龟 m 阶循邺群，则 

G - if ， k 人… “ 广”」 

违」)： G 到/^的-个映射 丨4 ,0 < / d : 川 ]■ 昆然 a 是满射 ■ 

我⑴來证 -rr 是单 射：设 石=/ ,则 F -7 -匕从而 A I - — ,于足 

，^ 二 ^ 

由此得出，^_ = 闪此。是笮射，我们 w 

a(«V) = cr( f/ + / ) = k-\~l = k + ~i^ a(u k ) 4 - a(a r ), 

因此， G 与 Z w 同构」 □ 

从定押1，我们对听冇的循环群就 r 如指掌广对于无限循环 
群，就拿 z 作为 代表； 对于川阶循环群，就章作为代表 t 今 ■^当 我 
们说 Zm 是群时，指的就足的加法群，+肖每一次声明， 

显然，群的间构作为群之间的 ._ 种关系 H 仃 a 导性.对称性和传 
递件，即它足一 t 等价羌系_此时 t 等价类称为同构类■这个等价关系 

给出 r 所心_群组成的集合的一 t ■划分 - 

从定评 . 1以及 m 构关系的对称性和传递性 得出， 任意两个无限 
抓坏群都 w 构； 任息闸个川阶循坏群都冋构 . u : 屮川是正辂数. 
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山于群与群 (/ 冋构的一个必要条件是， (7 到 ( T 有一个双射， 
从而它们的基数相同.因此基 数不同 的两个群一定不同构 u 由此知 
道，无限群与有限群+ 同构； 阶+同的两个冇限群不同构. 

由于群 G 与群 CT 同构的另一个必耍条件是， G 到 G 有-个映 
射^保持运算，因此 G 与 CT 中由运算决定的性质是一样的.例如 ， G 
与 （ T 同为交換群，或者同为非交换群.由此知道，非交换群与交换群 
-定不同构. 

命题2 设^是群 G 到群 C 的一个同构映射，则 

(1) cr 把 C ; 的单位元 e 映成的单位元 〆 ； 

(2) 对于任意 a e G , 有 l ; 

(3) 对于任意 a € G ， a 与 〆 a ) 的阶相同（即，或者同为无限阶 
元素，或者它们的阶是同一个正整数）； 

(4) ^的子群 H 在^下 的象 〆 H ) 是 C 的 子群- 
证明 （1) 我们冇 

^(e)a(e) - a(ee ) 二 a(e ) ， 

上式两边同时左乘 o ( e ) tF , C / 中的逆，得 

^ a ( e ) " e . ( 2 ) 

由于 〆 cr ( e ) = cr ( f ) ，因此从 （2) 式得， (?（ e ) = 〆 ■ 

(2) 由于 dUkU i ) = < y(aa ') = a ( e ) - 〆 ，在此式两边左 

乘 、得 a («- 1 ) = aur 、 

(3) 由于 j 是单射且保持运算，因此对于任意正整数《，有 

a" = e^^crio 71 ) = cf(^) 

[ cr (< a ) l TJ = r (3) 

由此推出， a 与 da ) 或者都为无限阶元素，或者它们的阶是同一个 
正整数. 

(4) 由于，= We ) 6 非空.对于 VH ) 中任 

意两个元素，，//,存在 u A 6 使得 jU ) = a , a { h ) =- 6 ， 由于 
tdr 、 H ， 因此响 
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u 7/ 1 :■ ) <7 {h J ) - ^{ab 1 ) ^ cr ( H). 

从而 “.tn ji <r 的子群. □ 

我们巳给 xii 道，桌数阶群-定是循坏群，丙此2阶群，3阶群乃 
阶群，7阶群等都是循环群 f 从而2阶群恰仃一个同构类，3阶群恰冇 
一个同构龙，5阶群，7阶群也类似， h 然会问：4阶群有多少个 ㈣ 构 
类？ 

/ 4 是4阶循环群， 

A 4 冇…个4阶子群 K : 

K 二 HD ,(12)(34),03)(24),(14)(23)! . 

K 屮非单位71：都是2阶元， K 没有4阶元.而 Z 4 冇4阶元了.闲此 K 
- tjZ 4 小同的，从而4阶群至少冇两个 N 构类，还有其他的同构炎吗？ 
设 G ' 是任意一个4阶群，则 C ; 屮非準位元的阶只可能是4或2, 
情形1 (; 4阶兀《 T 则 G =〈 u . 从而 

G ^ Z 4 

情形 2 C ' 没有4阶元.则 （7 的3个非单位元 u j ，<_ 都足2阶 
元.容易看出 〆 沁4 d 否则“-二 I )-' ， 又 h — : /,， 于足“ =乂矛质 h 
ah V- a ; ah ^ b . 因此 A - f . 同埋 = r t 于:& A :■ ha r ]M~^ a , 

b , L 的地 R 是一样的，内此同砰.可证 

at = h = ra , be = u 二 d 

从而 C ; 是 aLel 群.令 

G —K 

e I — 1 ) 

a - —(12)(34) 
h ^ —■-(13)(24) 

，- ■一 （ 14 )( 23 ) 

⑷于 

1 (12)(34)][(13)(24 )J (14)(23)， 
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[(12)(34)1[(14)(23)] (13)(24), 

L(13)(24)J[(14)(23)'| : (12)(34), 

等-因此 c SG 到 K 的一个 ㈣ 构映射.从而 G ~ K . 

U i _ .所述，4阶群恰 A 两个同构类：一类是4阶循环群，它的代表 
适 Z 4; 另 一炎是 4 阶非 循环的 abcl 群，它的代表可以取/\ 4 的4阶子 
群 K . 有没有更简单的4阶非循环的 ahd 群作为代表？ 

我们來考虑 z 2 与 n 身的 m 卡 儿积： 

Z 2 X z 2 = [{0,0),(0 j ).( T ,0 ) f (l ,1)1 ^ (4) 

规定 

(u 〖，“ 2 ) 十〈 61 , 心 2 ) 1 ( ^ ] h] ^ a 2 + ^ ( 5 ) 

其中 〜， k G 「h L ,2. 

显然，4 X Z 2 对于上述运算成为个 abd 群，它的单位元是 （()， 
0)，由丁 

2 ( 6 , 1 ) = ( 0 > 1 ) ( 0 , 1 ") ^ ( 0 , 0 ), 

因此 （ H ) 足2阶元-类似地 Jl，bMT J ) 也足 2 阶元■从而7 ■: X Z ? 
是一个 4 阶非循坏的 abel 群，称它为 Klein 群.也称为四群（德文是 
VU ^ ergruppe ), 记作 V \ 它可以作为4阶非循环的 abd 群的代表」 

从 x Z 2 的构造受到启发，我们来考虑一般情形. 

设 G 和是两个群，在它们的笛侉儿积 G x CT 上定义-个二 

元运算如下： 

(^1 ， g\)ig2^7) ( 6 ) 

显然，这个运算满足结合律，有隼位元（心^)，每个元素（#， 〆 ）有逆 
元 1 ， g ' _1 ) .因此 G X t / 成为-•个群，称它为群 G 与 C 的直积 

{ direct product ) t 记作 x C 」 

如果群与心的运算都记成加法 T 则直积 G x C 的运算也记 
成加法.此时也称直积 G f 是群与 G 的直和 （direct sum ) , 记成 

G ㊉ （广 
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诂然 ，如沿 G (或 G .) 是允限解.则货积 （；x < T 也是-尤限群 t 如 
罘 （； 和 （/ 都足奵限群.则 ]:[ 枳 g x (/ 也是有限群，并 a , (, x f ;- 1 

i^l Id - 

W 然，如果 G ' 和 ( T 都是此 el 群，则直积 C ; x C / 也足 Aei 群 t 
迠然.直积 f ; -■ C ;' 与 （/ x (; 同构， ㈤ 为（#. 〆）I >(^\^) (s 
X f / 到 （；- X (; 的一个间构映普 j . 

界易 iHr ; A ( T 的一 1、子集 iU , 〆）I v e r ;- 娃 一 1、 子舴 ，它 
就妃 (； X i /| ,映射 r . 〆 ）给出/ G 到 C ; X 1 〆 ：的个 HI ] 构. 

从而 g )- d / '， 问评 ， g x c 的一 个子集 i ( t > ,^' ) , ^ r c (.y ■ tii 
ii '-- 个子辟.它魷是： P ! X ( T , 并 fi 冇 Ci -— !^. /. G \ 

类似地.我们吋以构造两个以上的群的卩 iH / i _: 筘 P 儿 f 】 u M x 
(;■': - X …X <;、上定义一个一元运算： 

(■q T _ r :， …， j ' J ( Y | t _ v ， …，\\ ) 

A ^{ 

一 - U ] V [ : y :, …⑺ 

则易验证 G'『x G : x … x (;、 成为.个群.，称它是群 G M (.; 2 ，…， G 、 
的貞积^记作 （ M X h x … x G 、. 

例如，域 Z 2 ti 的《维线性窄间 Zf 的加法群就是《个 z 2 的 直积： 
Z， X z 2 X … x Z ,. 这是因为 Z ( i 中的加法的定义为 

(“ … .心）十 …， b n ) 

(iff ' ,, 

-—— ( a ] 十 h v ， a 2 十 h 上 ， • • ■ ， a n 十 b n ) r { o ) 

从而 k 的加法群足 ^ 个 的直积 . 

群的直积是用小群构造大群的-种最简单的方法.例如上面用 
2阶循环群厶4 U 身的直积构造了一个4阶非循环的 abel 群 X 

h ' 

我们常常要用〃；阶循环群/^阶循环群 Z 。 的直枳构造一个 
議 阶 Abd 群： Zm X 7」^ 它冇没有可能仍足循杯群 ■?>_ 血仔细分析一 
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下_ 

是由了生成的 m 阶循环群，因此1足"！阶元.由于到 
X 7, rf 的一个子群丨（了,0) |a 6 Z m : .冇 -个同构映射 

因此在 Zw x Z 。 屮 .（1，0) 是 ？ " 阶儿，冋理 （( M ) 足 7 ■:阶儿.山于 

(1,0) + (0,1) = (i/i). 

因此如果 （w , ^ ) = h 则据$ 2的命题4得， （ 1，1 ) 阶是，从而 
Z m X z ； j 是由 （1,]) 牛成的 _ 阶循环群■如果 （ m ， H ) 二 d 辛 1 ， 设 

m 二 md.n - " V 「 则对于仟意 （a j G 7、 XZ " 有 

m ilu ' (u ^b) = in' dn 'a , m f (h\ h ) 

… { n ma > m nh ) 

=(0,0), (9) 

从 l“j (a , h ) 的阶 JS w W〆 的四子■由于 … d ?/ < 川 " ， 因此 （ a ， /;) 的 
阶小于 mi 从而 Zm x Z „ 不是循环群.综1：所述，得 

命题3 Z m x z ri 是循环群当 a 仅当 （;《 = 1■从而 z „ : XZ , 

= Z miJ 当目.仅当 U ， w ) 」： It □ 

命题3使我们能识別 7 ~ z X 4是否同构于 Z _. 

从以 I :的例子看到，两个群 G 芍 ( T 的宣积 Gx 其巾 G 与 (T 

可能是不 同的群 ，例如心与 Z ,， 其中 m 也可能是同一个群，例 
如 Z 2 与 自身； 还可能是 -- 个群的两个子群，例如， SOj 咭 U . - II 可 
以构造良积，而它们都是 （)3 的子群.我们来探卜 t 从 )3 X \ J , - 1 ] 与 
0 3 冇什么关系. 

例 1 C) ^ = SO ; x 丨 J ， _ f 1 ■ 

证明 令 L S 0 3 X 1 / , - /! — - 0 3t 

( A ， L r )^ ~~ ^ AV \ 

显然 a 是映射，现在来证。是单射■设 

^(A 7 U ) = a ( B ， W )， 

则 AV = BW , 从鬲 B_ l A 二 WU- { € R W ， — 广，由于 _ f 
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([y I = - 1, 因此 - / e so , ,认而 

so^ n :/,-/:: 二； i.. 

于是 IT 1 A - WU s = r 由此得出 ， A = B,U Wi 即 （ A 、 U ) 
( n , W ) t 因此^是单射 _ 

下面来证 j 是满射」任取 T G 如果 1 7 = 1，则 ； T 6 SO ,. 

从而 丁 = 丁1 二 。（^广如果丨了：-: !, 则 I 了（ f ) = I ■记 T 

V ' (- f ). 则 f € SO ，， 从而 T TC - /) W T , - 因此 cr 是满 
射 t 

下面来证 j 保持运算.任取 （ A , V ) A IUW ) ^ SO , x j / , - 1\. 
我们有 

。| ( A , LO ( LJ , W )] = ^( AB . UW ) { AB )( UW ) 

= (AU)(iiW)--- 。 ( 人 U )。 (儿 W) (10) 
因此 j 是同构映射，从而 SO ：, x ! / , - J | = 0 3 . □ 

在例 1 的证明过程中我们看到： （.)3 的每一个元素 T 可以表示或 
T - 77或 T =亍（- 0,因此 

f )3 = SO.^ ； /, - / [ ； 

这保证了 ^是满射.我们还 看到： 

so 3 n ； / , /i - l/i , 

这保证了 a 是单射.我们还看到 ： so 3 的每个元素与】 1 :的每个 
元素可交换，这保证了 ^保持运算. 

由例 f 受到启发，我们猜想有下述 结论： 

定理4 设 G 是一个群， H ， K 是 G 的网个子群了如果 

( i ) G = IIK — \ hk\h ^ H.k ^ K .； 

( ii ) M f ] K ； 

( iii ) H 中每个儿素与 K 屮每个元素坷交换， 


则 


(；=H x K. 
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证明 令 W H X K 一 G 

( h ，公 ）>^>hk ‘ 

由于 G = HK ，因此 G 中每个纪素#呵表示成 g W + 对于果个人 
(-2 H , k G K ， 从呢 ad & ) = hk 二 心因此^是满射/卜而证^是巾- 
射如果 7(/^,^) = dh 2 ， k 2 ) ，则 fijk 1 = / i 2 々 2 ，从而 h 彡 h ' = 

k 2 k { [ 由于 = 丨 W ， 因此心 41 二 k 2 k ^ ] - 从 

而 /li = fl 2， k ' 二 ■即 （/ z lt A |) 二 （/ l 2 t 6 2 ) T 因此 t 7 是单射 T 下而证 
^ 保持 运算： 

a [( h ^ k { )( h 2， k 2 )} = a { h l h 2 , k [ k 2 ) = ( h { h 2 ) ( k ^ k 2 ) ^ 

山于条件 （ Hi ), 因此 

( hih 2)( k ^ k 2 ) = (/! i ^)("2々2) = ( r ( h l k } ) ij ( h 2 k 2 ) ^ 

从而0保持运算 了综上 述得 ， H x K ^ G . □ 

设是群 G 的两个子群，如果 G = H x K ， 则称 G 是子群 
H 与 K 的内直积 （internal direct product ) * 习惯上就足作 G 二 H 乂 
K ■ 

注意光是 G = HK 不能保证 G 是子群 H 与 fi 的内直积，还必须 
满足定理4中的条件 （ iO 和 （ iii )， 才能保证 G 是 H 与 K 的内直积■条 
件 （ ii ) : Ff n K = U 丨保证了 G 中每个元素 g 寧罕坪 g = ^的方式 
，一^条件 （ a ) 保证 r g 中任意两个元素心= / m 幻与心=相 

乘时，有 

gig 2 = ( hi 厶 2)( 右〖是2) ■ 

BP 把 h 相乘与6相乘 ，然后 求它们的乘积 - 

当群 G 的运算记成加法时，如果 G 是它的子群 H 与 K 的内宵 
积，则称 G 是 H ' JK 的内直和 （internal direct sum ) ， 习惯上【己作 d = 
H ® K . 注意此吋 G 的每个元素 g 可唯一地表 示成兄 = & ’匕对于 
菜个 /, (T fl.k t K 

讨以把定理4推广到群 G 的多个子群的情形： 
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定理5设 f ; 是一个群，运算记成加法，…是("；■的 
子群，如米 

dc*F 

( 0 C // t f- H 2 + ■■■ + H, — -= \ h Y -\ /i 2 + * b ' + /? J/i, t 
1 ■:■:■/< 山 

(ii) fl ( ) =、],，■ = l ， 2 ， y; 

I r, 

( iii ) ti , 的每个元尜 1 _J 的每 tvL 素可交换，其中 jA -.： W f 

J ，夂 S 

则 G 兰川① H Z Q … ㊉ 杜 ■ 

此时称 G 是/『群 ， H 、 的内和 yj 惯上记作 

G = H, ㊉…㊉ 

定砰: 5的明方法类似于定理4的证法 ，此处 从略. 

习题 1.3 

1. ill : 明实数加群 R UIH 1: 数乘法群 R _ 同构， 

2. 在；^ 的节位群 U ( Z ,) 中，5的阶是多少？17(/~)与/^的加法 
群14构吗 ？ 

3. U (/」 K ) 与 Klein 群 Z ; x Z ; 同构吗？ 

4. 习题1 .2 的第4题屮， iK 方形棋盘的对称 （性） 群 G - l jA 4 的子 
群 K 二；(1),(]2)(^4).(13)(24), (14)(23)： 同构吗？ 

* 5. 汕明： D 3 

6. 设 G 是一个 l !1 M 正明 ：映射 〜 、 _1 是 G 到 （_； 的同构映射 
II 仅岽 足 abd 群， 

7. 汜四 面体的旋转对称（性）群（^， iK 十一棱锥的旋奸对称 
(性）群 G 2 , 正六边形的对称（忭）群/) 6 都足12阶群，这一-个群彼此 
问构码 

8 i i[L 明： Z ; x V = Z ? X &，K 中 Klein 群. 
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9 . 下列四个24阶 ahd 群屮，哪些是彼此同构的？ 

Z]) x ， 7^ x 7 ^^, Zjt X X 4 X Zj-j . 

^ 10. 下列三个 24 阶非交换群中，奋冋构的吗？ 

O X 乙 3 /V4 ^2 l 

*11. 证明：当 n 是奇数时 ， i 〕 2 ] ; 兰 D。x Z 2 , 

* 12.设》为奇数，证明： 

( 1 > O tl ^ SO„ x ] /, - i i ； 

( 2 ) o, r so ri x z 2 . 

§4 群的同态，正规子群，商群，可解群 

图！ - 5是 -- 个物体的三视图（依次为从上往下看，从前往后看, 
从右往左看）.你能说出这个物体的形状吗？ 
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这是-个岡台形状的物体，例如茶杯.一个物体的三视图就是把 
它分别投影到空间宵角坐标系的三个坐标平面匕然后从它 
的三个投影了解物体的形状和大小.投影是几何空间 V 匕的-个线 
性变换1从而它是 V 的加法群 M 自身的保持运算的映射.从日常生 
活中的例子看到，这类映射是相当冇用的 t 为此我们引出下述束耍概 

念： 

定义 J 设（; 和 (T 是两个群，如果 G 到有一个映射^使得 
XI T a 中仟意两个元素 n /? 都有 
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^( ah ) = a ) fj ( ) , ( I ) 

刚称 J 足群 D 到( V 的-个同态映射.简称为同态 （ homomorphism ) , 
群“到 cr 的同态映射^只比同构映射少了\是双射” 这个条 
■ft- , 它们部是保持运算的映射.因此在同构映射的性质中，凡是没有 
用到 “ 7足双射”这个条 fT 的，刈于 R 态映射也成々1于是我们旮下述 

命题1 U ^ 是群到心的一个 fnl 态.则 
(1) 5把 G 的单位元 P 映成 ( T 的单位 X〆 ； 

(2 ) a (■ a 1 ) 二一 ' ， M a € G •， 

(3) G 的子 hth 在^下的像是 G 的 子#; 

(4) 在 c ； 下的传 Imcr 足的 F 群，称 inu 是卜 J 态^的像 

( image ) - [i 

注意： xj 于群 g 到（/的一个同态 a . 由于 

^ 二 一 rr( a ) fi - ^ , 

闪此。冇可能把 g 的无限阶兑“映成的冇限阶元；如來"足 

的"阶元.则 aO 的阶 [" 的一个因子- 

设 r 是群 G 到仏的一个冋态.如果 <7是满射，则称。赶:满同态 
( epinior P hism ) :如果 j 是单射，则称。是单同态 （ mon 漏 orphism ) ，或 
恭嵌入 （ embedding ) , 

M 然，群 G 到 f 的同态 d 是满同态当11仅当 Ima - G j 是单 

[「 d 态的特征足什么？为此需引进 F 述概念： 

定义 2 设。是群 G 到（/的-个 M 态.则 C 的中.位元 〆 的原 

像集称为 O ' 的核 （ kernel )， 记作 Ker L 即 

K(.'r cr =^ _ ', tj G f j | cr ( cj ) = e ' - (2) 

事实1 群 （； 到的同态。的核 Ker cr 是 G ' 的-个 子群. 
证明 山■丁 ■ dr ) = 〆 ，丙此 f f Ken 
江取 c ，/; G Kad 
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。 0 一 ')-- (7( a.) o(h)~ } — ^ V _i = f\ 

闲此 W I G Ker ^ . 从而 Kertr < G . L 

事实 2 群到 ( T 的冋态 ^ 是单 M 态当 U . 仅 3 Kera = M . 
证明 必要性是 M 然的.我们来址充分 性了设 6 G 使得 

rf ( a ) J 6 ) ■则 a ( a ) cr ( 6 ) 1 = 〆 ■从而 j 1 ) ■- 〆 、因此 d _ 1 f 
Kera 」 由于 Kvra 丨 p I ， 闲此 1 = f ， 从而 ^ 6 T 这表明 cr 您单 

射- rj 

例 1 下述映射 tr 是不是群 Z 到的个同态？ a 的像1:1：^是 

什么? ^的核 Kercr 是什么？ 

C7 ^ Z —Z m 

a — ~^a . 

解 由 t 对于任意 a y h e Z t 都有 

a -\- h ) = a h 二 a \ b : rt ( a ) + a(h ) ^ 

因此 rr 是群 Z 到 Z …的 -个同态，显然 cr 是满射 H 此山 
于 

a G Ke . nj^^a = 0 

= W , 对某个 f G Z ， 

因此 Ker<?= 丨 I / G Z 丨」令 

m 7 j — ■- \ mi \ l G Z j . (3) 

则 Kercr - mZ . 

队例 1 看出，任给一个正整数 W ，都有 m 阶循环群是无限循 

环群 Z 的一个同态像. _ 

从例 I 还可看出， z 里的无限阶元素1在同态7下的像 i " H 

里的7/7阶兀 ■ 

例2 F 述对应法则 r 是不是〃级正交群到2次单位根群 

以 2 的 一个 同恣 ？ Imr , Kerr 分别是什么？ 

r \ O n ——^ U 2 
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解 山 T"iH 交矩阵的行列式为1或-1，冋此 r 是（入到的 
一 r 映射.山于对于任竞 T , . 7\ ^ (人，都有 

HT'm ! t 3 t 2 \ I 7\ I I 7；； - HT ' U ( T 2 )， 

W 此 T 是群 o ,, 到 r 2 的一个 [ p ! 态，显然 r 是满射，因此 imT = u :， 山 

T 

r e Kerr I T' =1 r e so Ti , 

岡此 Kerr S ( . 

我们来分析例 2 屮的 Kerr (即 SC > J 有什么性质〖己尺 = Korr , 
由丁_相似的矩阵有相同的行列式*因此对丁-仟意给定的 T e ： a . 任 
取 a g snjm , K}^i 

! TAT 'I = , (7' ! ) 1 A(T , 1 A I - K 

从而 TAT 1 € K ■令 

J K«f 

TKT 1 — : TAT 1 I A ^ K ; ⑷ 

则 I : 述表明 

TKT - 1 ^ Kf V T € O , (5) 

从而有 厂 1 KT 乙 K ， V T e O ,. 

于是对 - r 仟意 B e K , 有 

B 二 丁 （T i n 丁， € TX 7' ! ， 

从而有 K 。 TKT 5 (6) 

从 （5)、{('、 式枵出 

TKT 1 = K , V T t O ,. ⑺ 

(7) 式就是 Kerr Jl . 有的性质。 

一般地，我们有 

命题2 设 a 足群 G 到（/的一个同态 ，记 尺 Kei ^， 则 

池 一 1 = k , V # e (久 


⑻ 
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证明 任意给定 g 6 任取/ 6 K , 有 

J ( grg 1 ) 二 fT ( 片 ) ct ( i J g ) _ 1 二 a(g)e 、（ g) : = 〆 ■ 

闲此足 W _ 1 6 K ，从 ffn gKg L L K ■丁是也有片 1 K 尺 f K \ 从而对任 
意 .v € K ， 有 

V = ■撕 U ， 1 G gK g 1 ‘ 

T 是 K 二 gKg 1 .综上述得 T 

gK M x : K ， V g e G. □ 

从同态 < r 的核 K Crt r 具有的上述性质受到启发，我们抽象出下述 
軍要 概念： 

定义 3 群 （； 的一个子群 A / 如果满足 

gN 只 _ 1 = N , Vg ^ G , (9) 

则称 N 是 G 的- 个正 规子群 （normal subgroup )， 记作 N < G . 
从命题 2 立即得到，设 <7 是群 G 到 ( T 的一个同态，则 

Ker 。<] G . (10) 

设 H 是群 （； 的一个子群.容易验证，対于任意 s G } 

也是 G 的一个子群，称是 H 的一个共 辆子群 （conjugate 
subgroup ) .从定义3立即得出： 

事实3 m G 的一个子群; V 是 G 的正规子群当 J 1 仅当 N 的所 

有共轭子群都等尸 N 自身. □ 

缻然 ，； H 和 G 都是群 G 的止规子群，称它们是 平凡的正规子 
群 I 的其余的」 H 规子群（如果有的话）称为非平凡的 Uon - 

trwial) + 

IK 规子群的特征还可以用下述命题来刻画： 

命题 3 群 G 的一个子群 H 是 ~ 的正规子群当且仅当刘于 G 中 
每一个元素心都冇 aH 二 Ha . 

证明 必要件1设 G . 任取 a C G , 有 afia 1 二 H . T 是对 
于任意 h €_ H aha 1 f ： 从而有 

ah = ( aha " 1 ) a Hci ， 





於 4 群的同忍， E- 貺子群，商群 ， q 解群 5S 


此 a H Q f M ， 英似地 了 ] 」 til: ， / L ^ u 闲此 a H = Ht? . 

充分性-仟总给定 # 6 r ； , fF.IR A e H ， 由于 gH =- 咖，因 此?？ 
/k // t H , 使得 ㈤ 从而 一 1 = r C H ， 因此 ^1 Ifi _l [ H 」 

于是也有只 1 义从而对于任 M ) 6 H ， 有 y = g ( g _ i 咒）， 1 
g 因此综上述得 ，兄 取 ■ = H f Vg e (入这证 

明了 H <3 (;■ □ 

从命题 3 的充分性的证明过程看出，在证明群 p 的一个 r 群 h 
是 G 的止规户群时，4采用下述 方法： 

命题4 设 h 足群 g 的一个子群，如果对于任意给定的 se 
任取 A G 都冇 Mf^~ l e H ， 则 H 是 G 的正规子群. O 

从命题3皮即看出， abd 群的每一个子群都是正规子群. 

从命题3述 " I 以得 出： 

推论5 如果 H 菇群 G 的指数为2的子群，则 H 是 G 的止规子 
群. 

证明 仟取 。 a G H , 则 aN - H = Ha ，下面设 u F 

J /. 此时有 

G =： H lj aH. G = fi U Ha, ■ 

pLj 此得出， uH = Hu 『从而 H<1 C □ 

例如，当 n > 1 时，由于 [S/ A」= 2,因此 A,< S,. 

例 3 证明,4 4 的4阶尸群\/是/\ 4 的正规子群，也是 S 4 的 ill 规 
子群. 

证明 的4阶子群为 

\， = i ^>(12)(34),(13)(24),(14)(23)1. 

S 4 中的畀换 I 如果7的轮换表示是两个不相交的对换的乘积.则5 

e V ,于足对： HiM 给定的 r e S ' 4 , fF : 取“ i Uw 4 ) & 1-'我们有 

r (^ 1 a 2 ' Ha : ^ A ) T ~ [ - [ r ( ^ 1 ^ ) r 1 J L 1 I 

■:- ( t{u \ ) T { ^ _?) ) { t{ ^ r 。 4 )) e V’ ■ 
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又 rer 1 - ^ e v . 因此.从而也有 a 4 i n 

IT 规 Tflt 在研究群的结构中起着十分重要的作用 t 
设 N 是群 G 的_ -个规了•群，则对于所冇的 a G _ (W = 

= ( G / AO r ■于是町以把 G 关于止规子群 N 的左 
(右）商集就称为商集( fiuotiem ftc t ), 记作 GAV . 在商集 G /」 V 屮能不 
能定义一 个二元 运算？由下 O / N 屮的元索是 iV 的左陪集（或 l * t 说右 
陪集），它们都是群 G 的子集，所以我们首先宋规定群 G 的两个了集 
A 与 B 的乘法： 

,-| H f 

AB 一 ■一 t A , h B ] ^ ( 11 ) 

敁然，群 G 的子集的乘法满足结 合律： 

( AB)C = A ( BC ). (12) 

如果 A U i ，则把 AB 简记成 

现在任取正规子群 N 的两个左陪集〃 N 乃 N ， 冇 

UN)ON)= a(Nh)M = a(bN)!S - ( ah ^) N 

二 ah(NN) ahN . (13) 

( 13 ) 式表明， jh : 规了-群 / V 的任意两个左陪集 nV 与 hV 的乘积是左陪 
集 WN ， 因此我们吋以在商集 G / N 中定义个二元运算如下： 

UAO ( WV ) = ahN - ( 14 ) 

从 （ 14 ) 式看出，两个陪集相乘实际 Ii 就 SH 结为它们的代表相乘，因 
此容 M 看出， （ 14 ) 式定义的乘法满足结合律，由于对于所有的€ 

/N . 有 

■\ r (^j\) = (e!\ f )(aN) = raN = 以 N ， 

(aN)N = d 

因此 AT 是 G /N 的单位儿素，山于 

C aN )(a 1 /V ) 二 — *」、■ = f 』、 1 = N ， 

因此 (r/N 中每个元素有逆元。 、 v , 从而商集 G/N 成为 -] 
群，称它为群 G 对于正规 f 群 N 的商群 （quotient f^roup). 
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Ml 茗：如采群的 广 不是正规广群 T 那么 H 的代意网个左 
估 Uf 芍从 f 的乘枳还是 H 的左 陪案 叫？ 人商集 （ G / H ),: 能够成力 
-1个群 

事实4 设 C ; 是一个介限群，则商群 G/N 的阶等 T 

[ C， - 丨] 
1』\ ■ ■ J 

群（：与它对规+群 n 的商群 （;/ a 『 之 I ' m 乇什么关系哫？祕 
然，商群 (" N 的儿素已绞+是 G 的元素 ，何足 （ ； H 仍有密切 

的关系■下面的命题 f > 告诉我们， ㉟ 苹 G / N 华呼 G 哼了 • t 呼亭垮 t 
命题6 设 N 足群 G 的 一■ Vii 规子群.令 

7 T ： C — ^ C；/；V 

u t — N , (15) 

则； r 辽群 C ; 到冏群 G / N 的--个满冋态，并 D . Ker ^ - N . 

证明 对于 f ; 中任意两个元素^ 有 

7 r ( ah ) ahN ■- { ai \ J )( hN ) ~- 7 r(n ) 7 r ( h ). 

N 此 r 足群 G 到 (；/ N 的一个 W 态•砬然 z 足满射.由于 

{: ^ Kcr- <^ —> tt{ a ) = ,V ■ N u C N , 

闪此 Ker^r = N . ] 

命题 6 屮定义的同态 tt w - MW 称为自然同态 （nauiral 

liomnmorphism ) ■或荇标准同态 （canonkvd homomorphism ). 命题6作 
诉我们.商群是群 （； 在 D 然同态 f 的像；还告诉我彳 n ， in 规 f 
胙 x j ^ n 然问态的核.而 （ in ) 式苦诉我们，群 g 到 （/ 的任一同态 a 
的核的正规子群■这样我们付正规千群~向态核之问的密 
UJ 災系就，如指窣 r . 类似地考虑，既然商群 w 是群（，' 的一个冏 
态俾 J 阳么反过来，群 G 的汗--同态 橡丄 J 6足于 N 态核的商耵之 IW 

钉讣么关系 u 下肋的定押 7 [十答 r 这 -- 问题- 

定理 7( 群同态基本定理）设^记群 G 到 （:- 的一个 M 态，则间 

态像 W 构_]-砑群 k K < tl 即 
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G/Kcra 兰 Inn (16) 

证明 记 N = Kora . 则从而有商群（;//\_令 

ip \ ( t / i \' —-一 Ini tT 

uN 1 - ^ ct ( " ) ■ (17) 

由丁 t!N hN^>b e M 

— > g ( J } 1 a ) — 〆 

< > ty (a) -- 心）， 

因此 p 是 G / N 到 Im ^ 的…个映射，并且 0 是单射 . M 然 P 是满射， 
对于任意 ^ NJ^N e 有 

ip\_{aN 、（ hN) \ - fp(abN) = o{ab) - (7(a) (j( h) 

^( aN )^ p ( bN ). 

因此 0 是 （ W 到 Imcr 的一个冋构，从而 

(_t/N = lmcr - □ 

例 1 中指出，群 Z 到？^ 有一个满同态 GaKe ^ = mZ . 于足据 
群同态基本定理，得 

Z /" iZ = Z ,„, (⑻ 

利用群 R 态基本定理可以推导出一些群是同构的■首先要建立 
个合适的映射1证明它是满同态； 然沿 去求同态的核 Kenr f 最后 
据群冋态基本定理得 ， 冋态像同构于商群，下面是用这种方法得到的 
两个電要的冋枸定理. 

定理 8( 第一同构定理）设 G 是群则 

(1) HN < G ； 

(2) Hf]N< H,il. H/HRN = HN/N. 

证明 （ l ) 显然 hv 是非空集，任取 ha \， h 2 ” 2 e hn.^t 

、 h 1 71 :) { h 2 n 2 )一 ' = h { rt \ri 2 V h 2 ^ 

^ ( h i h 2 l )1 h z ( ^ ^ ^ 2 [ ^ ^ 


\H ]hL HN < (r. 
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(2) ^ T ■ S <1 G , 因此 N <\ HN ，令 

( t ：H - - HN/N 

h ■- - -*h ,\ . 

在 F-fN/N 中仟取 0")/V = /…则 ^(/, ) = /^\ = U")\\ 因此 j 是 
满射 . 对于任意 h,j i2 e 有 

^{ h { h 2 ) ~- h t h 2 N - ( h { ^)( h 2 N ) 

一 - a { h ' ') G { k 2、、 

闶此 (T 是？ ^ 到 HN/N 的 - 个满同态.我们有 

h Kercr <=-^>hN = ;V <r^h ^ H H N » 

闪此 Kcr ^ - H fl N ， 从而 H iV <1 ft 据群间态基本定理，得 

H /H H N = HN/M - □ 

注： 类似地可证明，若 H < G,N< 则 

(1) NM < C ； 

(2) H/H H ^ = NH / N - 

定理 9( 第二同构定理）设 G 足一个群，只< G , N <3 且 A / 

H , 则 H / N <\ 6 VN t fi 

( G / N )/( H / N ) ^ G / H . 

证明 令 

aN' - *-aH. 

m^oN : hN 7 m h ^a € N 』 由丁 闶此 / 厂 、 e H , 从而 

- AH . 这表明 a 是一个映射.显然 a 是满射，对于仟意€ 
(;/ N ， 冇 

a:(uN)(bN)] =' abN) ahH 

- (aH)(hH) = aUN 、 a(bN、. 

闲此 < 7 是 f ; 人 V 到 （;/ H 的-个满同态.我们有 

aN 6 Ker^^-^>^H - H €_ H 
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e hav , 

内此 Kem = H / l 从而 H / N <] G // V . 据群同态基本定理，得 

( G / N )/( H / S ) ^ ( WH - □ 

如间从--个条杯在三个小同方向上的投影可以/解茶杯的形状 
和大小一样，对于群 g ， 我们 p 『以从它的 不冋的 同态像 i <_ r 解 （； 的 
结构而 从群问态基本定理知道，群 G 的毎-个同态俾 都同枸 
对于问态核的商群.又同态核是 g 的正规 r - 群，反之亦然.丙此 h 要 
笮握 r 群的所打正规子群，那么就把握 r 群 o ' 的所打同态愧，从 
而呵了解群 g 的结构.这就是为什么说止规子群在研究群的结构中 
起宥十分重要的作用的缘故. 

如果一个群 G 只有平 凡的止规子群，则称~是单群 Umple 

group ) ■ 

由于单群没有非平凡的止规子群，因此单群的 N 态像或荇同构 
于 M ，或者同构于 （；. 通俗地说，单群是“抱 成-团 ” 的群，尤法把它 
“拆幵”.于是单群是群论的基本构 件犹如 砖是砖房的基本构件，素 

数是整数理论的基本构件一样- 

能不能找出所冇的笮群？或者找出所冇的有限笮群？ 
a b e i 群的每-个子群都是正规户群，因此如果 abd 群 g 是单群. 
则 G 的子 群只冇两个： UI ■和 G ， 从 l 『 li 当 u 关 e 时 〆 d = &由于尤 
限循环群和合数阶循坏群都有非平凡的子群，因此 G = 〈“〉必为素 
数阶循环 群反之 ，如果 （； 是素数阶循环群，则显然~是单群■这样 
我们证 明了： 

ahci 群 G 是笮群当且仅当 G 是素数阶循环群- 
非 abrl 群中哪些是单群？我们用排除法，先把非 ahd 群中不是单 

群的找出来 ， 排 除掉； 苒从剩下的群中去找単群- 

下面 我们将介绍一类非 abel 群.它们都不足单群，并它们 」 J 
Ael 群有着密叨的联系■让我们先看一个例子 ■ 

交错舴 A 4 冇正规子群 V : 




§4 群的同恋，广处:子群，商筘 ，□」 解群 (A 

V 二 ]^,(12)(34),(13)(24),(14)(23) i , 

闪此 A 4 不是申群.由十 I A 4 /V - -^；'=穿 U 月此商群 
A 4 / V 迠3 阶 循环群 ，即 aU : l 群. 

从 A 4 这介例子受到店发，对丁-彳 f : -群 G , 我们想找它的 ， t 正 
规 f-m N , 使得商群 G /,\ J & abcl 群.由 T 岛群 G / N 记群 （； 的-个 
W 态像，止规 f 群 N 兑同态梭，囚此找 （； 的正 规子群 N ， 使行商群 
(;/ N 为 abd 群，就耑要太找群 （7 到某-个群 rT 的一个问态7,使得 
同态像 him 为 abd 群，现在我们来分析同态像 Im ^ %} abel 群的条件 
是什么. 

设^是群 G 到 G 的…个問态，则 
[me 为 abcl 群 

<— >^{.r)rr(y) ' := cr ( v ) cr (_r ) , V ， ）. a ( >■ ) t Imtr 

< > <7( 丄 y ， — 1 3 ■卜 —])= 〆 . V 」 、v € (; 

<~~> ， V,r —V 1 G Kercr, V .r T y (:" G 

\ j ； y .7 ~ l y - ] : ' r、 V ^ C ： ^ Ker ^ (W 

我们把 . ryx ~ ] y ~^ 称为工 -j y 的换位子 （ commutator ) ，记作 [』■ ， 
_ v 」. 显然 

jy - y.r ry j _ 一 1 _y 1 = f 」 (20) 

定义 4 群的所冇换位子生成的 r 群称力 g 的换位子群 
(commutator scibgroup ) ，或若导群 （denved group ) ，记作 [ G ， （；1 或者 
(T (注意本书也 ffl C 肩 / K 任意一个群.因此要从上下义区別 （ 〆 是 
■ me 的换位子群 T 还是指仟盘-个群），即 

(t = \\xyj' 1 >■ ■ 』■， _y f G : ) ■ (21) 

昆然冇 

事实 S 群 G 为 aid 群当且仅当 （T □ 

由此若出 ，（； 的换位了 •群（广刻 岡了 G 离士 el 群屯多远■祖略地说 ， <T 

越人，则（^离 abcl 群越远- 
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命题 10 群 G 的换位尹群是 G 的一个_£规子群. 

证明 任意给定 g G G ， 仟取 t G G , 有 

- 1 G G' ， 

从阳 1 = ( 1 ^ ■):€(;、 

丙此 G < G , ] 

从 （19) 式和 （ T 的定义得出 ： 

命题 n 设是群 G 到 d 的一 个同态 ，则 

Ima ■为 abcl 群 (; L Ken HI 

从命题11 p f 得出： 

定理12 设（广是群 G 的换位子群， iV < G , 则 

(1) G 八 〆 是 abel 群； 

(2) G / N 为包 hcl 群当且仅当匚 N . 

证明 （1) 由于 G 因此冇商群 G / f;、 考虑 U 然同态 
► G/(〆 .由于 ImTT = G/G' . Ker?r 二 （; ，因此据命题 1 1 得，/ 
为 abd 群. 

(2) 考虑 S 然同态 7： -■ G 一 G//V ■山于 Im ^ = G / jV , Kor ^ = 
因此据命题11得 

<S /N 为 abel 群 G ^ N . □ 

从定理12看出， G 的所有 abcl 商群中，是最大的一个，形 
成商群 称力把 G'abel ^ TT ( abeli ? im ^) . 

例 4 求八 4 的换位子群 ■ 

解 我们已知道， A 4 /V 是 abd 群，因此 A； ^ V. 由于 
(123) l 02>(34)](123) _1 - (23)(14), 

因此〈（12)(34)〉不是 A 4 的正规子群 . Mfl ， V 的其余两个2阶子群 
也不是 A 4 的正规子群 1 又/ \ d 是非交换群，因此 M 垆 >丨.从而 A 
- V . □ 

在例4中， A : - V ,而\’是4阶 nl ) el 群，因此 V " = k 卜于是 A 4 



4 群的同怂 ， IZ 职子群，崗群，可解扪 W 

心一个递降的子 群列： 

A 4 >Al > . (22) 

一般地，设是个群.我们把 （ T 的换位 r 群记作以 '把 
的换位子群记作 G ( r ， , ……，通过逐次求换位户群可得到 G 的 
t ■递降的子群列： 

C ; OfT t >(； 12 ^ t >-“ [>(;■ ■卜 n t > f〆 ”[> … (23) 

称它力 （； 的导群列 （derived groups series ). 

如果 G 是冇限群，则 G 的导群列只有两种 可能： 

情形 i 从某一个正整数々开始，有 

tr ii 7^ \ f \ . 

情形2 有-个止整数 A ，使得 G ik } 二 . 

定义5 设 G 是一个群，如果有一个正整数 I 使得 G UJ 
，则称 G 为可解群 （soWahle group ); 否则，祢 G 是不可解群， 

对于任_ abel 群 G ,由于 C :丨 〆 .因此 G 是可解群.这表明 
ahel 群都是叫解群. 

从 （22) 式看出 ， A 4 是町解群. 

事实6 非 ahd 的可解群不是单群. 

证明 设 G 是卄 Ael 群的可解群，则 CT 乒 M , 且 G 尹 0( 假 

如 f G , 则通 过逐次 求汙群，到达不了 i/i . 这与 G 是町解群矛 

滔），因此 （.； 有非平凡的正规子群&，从而 G 不是单群. □ 

半劣6 A 诉我们 ， 非 fibd 单群只能从+可解群中去.找，这给4 
找非 abel - 申群指明/方向. 

1 9£ j 2 年 .W , Feh 和 J . Thompson iiL 明广：每 - 个奇数阶群都 

* f * 4 _ 

解群，其证明长达255页.送个结果称为 Feit - Thomp ^ n 定理，它表 
士:_不叫■解的心限群必为偶数阶群.从而 - Thomp … n 定理证明 
T Bar aside 猜想：有限群中，所有非 abel 群都是偶数阶群. 

找出所有的有限单群的问题称为有限单群分类问题，它是在 2 U 
世纪 4() 年代初提出的 . K , Bran 是有限单群分类工作的先驱，他从 
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1940年左右开始用模特征标理论研究有限单群 问题； 1942年他与我 
闽数学家段学复合作完成了 10000 阶以下的車群 分类； 1954 年又证 
明了关于对合的中心化子定理，这奈定理不仅促使人们发现了很多 
新的散在单群，而且提供了将任意给定单群纳入所提出的分类范畴 
的初步方法，因此成为有限单群分类工作的新起点 . Bmr 之后的一 
个重要突破便是上述 Feit - Thompwm 定理，经过40年的 努力， 1980 
年一部分救学家宣告有限单群分类问题获得解决，全部的有限单群 
是： 


(i ) 素数阶循 环群； 

( n ) w > 5的交错群义； 

C III ) 型单群（共16 族）； 

(W ) 26个散在单群1 

这个结果称 为有限单群分类定理 ，它由500多篇论文组成，在各 
种數学杂志上占了约15000页版面.这样冗长的证明使不少数学家 
怀疑其中会有错误.对此 ，在 该定理的最后证明中起重要作用的 M . 
AschbiKher 评设道： 

“一方面，当证明长度增加时，错误的概率也增加了 T 在分类定理 
证明中出现错误的概率实际上是 1- 但是另一方面，任何单个错误不 
能被容易地改正的概率是 0 T 随着时间的推移，我们将会有机会推敲 
证明，对它的信任度必定会增加 

(注 ：上 述关于有限单群分类问题的历史和 Aschbacher 的评论， 
都引自《数学史教程》，李文林著，高等教育出版社和施普林格出版社 
2000年出版，第353 - 354页）」 

习题1 .4 

丨 .设/是实数加法群 R 到非 零复数乘法群的一个 映射: 

/ ( 7-) - e 2niJ UR. 



习题 I 65 


(1) 证明 /_ 罡一个同 态； 

(2) 求 Kcr / ■和 Im /. 

2. 设0娃非零复数乘法群 C 、 到自身的一个映 射： 〆 二） 

…：，V -C C (_■' 

JV 

( D 吐明 A 是一个 R 态； 

(2) 求 Kerf 和 I —， 

3. 设 F ■是个域， o 是 GL W ( F ) 钊 f ■一的一个映射 w ( A ) 
i A L V A e GLJF ). 

(1) 证明 ^ 是一个 N 态； 

(2) 求 Ker ^ 和 Imcr ； 

(3) 证 明： SL „( F )<! GL ,( F )； 

(4) 证明 AMJO / SL / F ) 兰 

4 .设 G 足实数域 R 上所冇一次函数组成的集合， H 是一次项的 
系数％ 1的所有一次函数组成的集合，证 明： 

0) 对于映射的乘法成一 个群； 

(2) H ^ G 的止规 子群； 

(3) G / H - ，其中 是非零实数的乘法群. 

、设 r 及示复平阳上的单位圆，它对于复数乘法成一个群 . i 正 
明： k / z 兰 r . 

6. 设{:是复平向上的单位圆，证 明： 

C" /R 1 ' 

7. 设 G 和 （/是 两个群，证 明 ： G x x ( T ， x G < 

x (T . 并 R 

(；x < y/( T x = (；\ (} x < r/:/i x <r =(;， 

8. vm o 记它的子群 k 的内 爽识 ，证 明： 


n 


(}/H — K , G/K = H . 
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t 分别求 D , , D 4 的换位 f 群」 

- 10. 分别求 D 2 „ f _ If D 2 m 的换 位了群 ，其中 w >2, 

11.求 S 4 的换位子群. 

* 12 .求次 的换位子群，其中^ >3. 

^ 13. 证明：当« > 5时』：= 

(注 ：这 表明当^ >50扒 A , 是不吋解群.再结合第12题知，当 n 
> 5时， S „ 是不可解群 .） 

14. 写出 S 4 的导群列，由此看出，是可解群. 

>■15. 证明：如果置换群 G 含有奇置换，则 G 必冇指数为2的子 
群. 

* !6.设 cr 足群 G 到群 C 的 一 f ■满同态，记 K = K er ^ 设< 

G' 令 (7~ [ ( ) =^= \g G G I 疗（尺 ） G V I ■ 证明： 

(1) ^ l ( H f ) < G ， 且 ) =? K ; 

(2) 厂 ViT ) 是 CT 的子群集合到 （ i 的包含 K 的子群集合 

p 

的一个双射， 

^ 17. 证明：当》>5时， A 。 是单群. 

M 8 .设是…个群， N <1 G，H < G . 如果 

G = NH , _[] N fl H = , 

则称 G " J 分解成它的正规子群 N 与子群 H 的 半直积 （光 redirect 
product ). 证明■.如果 G 可分解成正规子群 N 与子群 H 的半直积，则 

G/N ^ 

^ 19. 证 明：乂 可分解成 Ad 与 （ U 2)> 的半直积，其中 ” > 3. 

§ 5 群在集合上的作用，群的自同构 ，轨 道一稳 

定子定理 

我们已 经知道，土 四面沐的旋转对称（性）群~为 
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(; 





认中 A 是绕顶点/ S 对尚 屮心的连线转角为_的旋转 ， y y 是绕-对 

对棱屮点的连线转角为^的旋转，1 < ； ^ 4,1 ^ j <^3. 如围1 6 

所示. 



图1 - 6 

正四咁体的4个顶点绀成的集合记作即 D = | K 2 T 3,4[ .M 
然群 G 的每一 1、儿素#把 iK 四而体的顶点变成顶点.我们用 g ” M 
示 g 把顷 点/ 变成的顶点.砧然，对于任总，心 ) °， 

- w Ur 卜卜 f ，很〔1然地我们称群 G 在顶点集合 D 上有 
… t 作用.由此受到启发，袖象山下述電要概念： 

定义1 设 G 是一个群， D 是一个非空集合 。 如果 GxD 到有 
--个映射 ： （U ) 1 〜 u ，，满足 

( ah ) c ./ = a ^ ( h ^ .f 'i a , h (z G ， h ^ ^ J ( 1) 

f 。 ：r = 』、 V .r 仏 （ 2) 

则称群 G / l : 集分 il h 有一个作用 Uct ^ n ) ■ 

U ⑴ 表明，两个儿素乘积的作用等丁相继作用；等式 U ) 表 
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明 ，甲位 元的作用等于恒等作用（即保持 D 的每-个元素不动 V 
上面给群 G 在 M 合 n 1:的作用下的定义足朴素的，直观的■下 
面我们深人地分析一下群 G 衣集合 D 上的作用到底是什么总思.从 
定义 t 肴到，任意给定 U €心引起 m 的 个 变换…％。 ri 我 
们把这个变换记作下面的命题 i 指出了 4是什么， 

命题1 设群 G 在集合 D 上有 个 作用 1 任意给定《 G G , 令 

dcf 

ip[a )jt 一一 o 。 _r T V , (3) 

则0是群 G 到 n 的全变换群知的 个 同态. 

证明 从 （3) 式看到是 n 的一个变换 1 对于任意 a , 6 € 
(入我们有 

ip(ab) a =: (ah ) 。 jt = a a (h ° jr) 

― ^{a)\_ip(h) t] = V』 € 

因此 ^(ab) -- 0U)0(6 )，W a，b & ('厂 (4) 

从而对 于任意 a G G ， 有 

[<p(a)tp(a~ l )^,r ^ tp(aa~ l ),r tp(e)：i 

=e ^ x - r f j: O - 

因此 0 U )0 U “）= ] n . (5) 

同理. pU — OaU ) = 1 心 （6) 

(5) 、 （6) 式表明 a ) 是 D 的可逆变换，从而 a ) G 知.因此 P 是 
G 到^的一个映射 〆 4) 式表明0保持运算，因此4是群 G 到心的 

一个同态， □ 

清读若验证，命题1的逆命题也成立，即，如果群 G 到非空集合 

a 的全变换群有一个同态 t 令 

u 。 j 羞 < piau 、 V。 e c mo ， ⑺ 

则群在集合 n 上有一个作用 ：（ u ) 。 

设群~在集合 D L 有一个作用，据命题1，它屮起广群 G 到& 
的-个同态我们把 ㈣ 态0的核 Ker ^ 称为这个作用的核 t 砧然群 
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G 屮儿素 。诚 ]_- 作用的核当且仅当 u 。/ = : r ， h 士 D .如果作巾的 
n 仅由单 位兀 e m 成 ，则 称这个作用是忠实的 （ huhfui ) ，此时^足群 
(; 到的中 >] 态. 

群在集 合上的 作用是一把双力剑.对丁群來说以通过群在适 
3集合 t 的各种作用来研究胙的结构.对丁_集合 n 来说，吖以选择 
介适的群在^上 的作帀 来研究 o 的性质，特别是有关^的计数.我 
们宄来看前者，讨论群在适当集合 h 的若 T - 重要作用 ，片 II .利用这# 
作用来研究 群的姑 构. 

1.群 G 在集合 G 上的左平移 

设 G 是■-个群，令 


(} a G — 

( w ,. r ) 1 — ^ar . ( H ) 

V. 然有 (■ “h ) jt :■ u [bx ) ,e:r - , V 6 LW a J) G (j ■ 四此 （ 8 ) A 

给出 rmc 在集合 g 上的一 个作用，称这个作用为群 g 在集合 （； i_ 

的 左平移 （left translation) r 

G 中元素 《 属干左平移的核当且仅当= ^ , v ^ e G ， 由此推 
出』=〃.凶此左平移是忠 实的从 而它 d 起丫群 g 到％ 的一个笮 
同态01于是 G 兰 〖 mf 由于 Im ^< 因此群 G 与集合 G 的一个 

变换群同构.这样我们证明了下述定理： 

定理2 ( Cayley 定理 } 任意一个群都同构于某一集合上的变换 

群. ：」 


由定理2立即得到 

推论 3 任点-个朽限群都同构于一个置换群， n 

历史 h 最 V - 研究的群是青换群（伽罗瓦在年前后研究的 
群）和变换群 （ 莱因办 1872 年提出爱尔朗根纲领）■随着研究的深 
人，人们逐渐认识到这些群 屮元桌 丰诗的内容并不重要，.最要的是关 
朕这此元衣的运算及其所服从的规_ .下是 幵始研究抽象群■这方刖 
V - 期的探索芯冇凯■嚴 （ Cayley ) , RC : Fruhrnim 等乂、 yky 定埋及其推 
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论的意义在于指出 r 任何一个抽象群本质丄是变换群（对于无限群 
向言）或 s 换群（对丁有限群而 3). 

类似地可以讨论群在集合「；上的右7移. 

2. 群 G 在左商集 （ G / H ), 上的左平移 

设 G 是一个群 ， H 令 

x ( G / H ) 厂— { C / H) l 

{ a , jtH ) ^ (9) 

显然，对于任意 aj ) & 有 

(ah) & .rH = (ah) xH = a{hx)H -- a 0 h ° .tH , V JcH ^ 

e a rH = exH = j'H , V rH ( (; /H) / 』 

因此 ( 9 ) 式给出 r 群 g 在左商集 （ g / h ), 匕的个作阳，称它为群 
心在 （ g / h ), 匕的左平移. 

类似地可以付论群 G 在右商集 （ G / H ), 上的右平移. 

3. 群 G 在集合 G 上的共轭作用 

令 G X G - 一" 

(a t ^) ^ 1 , ( LO) 

对于仟意 a,h ^ (;，任意/ G G ，有 

(ab) ° ^ = (ab).r(ub) 1 = a ( bj ： b~ x )a~ } 

= a(j ， 。 = a & ( h 。 /)， 
e a r — e.L e " 1 j , 

因此 （ 10 ) 式给 m r 群 g 在集合 g 上的一个作用，称它为群 （.； 在-集合 
G 上的共矩作用 （wrijugation action ). 

群 g 在集合 g 上的共轭作用的核是什么？ 

a 厲于共辆作用的核 G G 

axa ~ 1 = j ， VG 

ajc — .ra ^ V ^ G G . (11) 
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令 G (■;:“』-■礼 U G 、 (12) 

称 7人(>、 足群 （； 的中心 （《 mre ). 上述推导过稈表明，群 G fY : 集合 G 
I :的共轭作用的核等于 Z ((；). 

群 G 在集合 G ' 上的共轭作用引起 f 群 (.； 到乂 的-个 R 态 a . h . 
时 d 求出 rM 态核 Z ( G ) T 下面来讨论问态系 \ ma 足•什么 . 
我们把 G 中元在同态0下的像 crU ) 记成丁是 

o a (J ) = a.ra~ ] , V i f G (13) 

ihT ^ 6 s ^ iil 此％ 是 g 到 c ; 的-个双射 i 对千任总 j .. v G r ;, 存 

rf ci ( .ry ) a ( .ry ) rj 1 = ( a.ru ~ 1 ) ( aya " 1 ) = tj y _,( Jr) (T u ( y) A. l^) 

因此 ~ 是群 G 到 g 的一个间构映射. 

群 G 到 D 身的一个同构映射称为 G 的-个自同构 
( automorphism ) . 山 （13) 式定义的\称力 G 的由“决定的内自同构 
(inner auUmiorphism ) 」 

容易看出，群（〗的所有同 q n 构组成的集合对 t 映射的乘法成 
-个群，称它为的自同构群 （automorphism group ) ， Ui 作 Au ( ( G ). 
群 （； 的所冇内自同构 m 成的集合止 好足上 面所说的群 c ; 到乂 
的同态 J 的像 ] m ^ 我们知道 Imcj 足心的「-群，称它是 G 的内自同 
构群 ，记作 m 然 h ^( G ) < Aut ( G ). 

对于任意给定的 r 6 Aut(G ) ，任取 a 6 Inn(G ) ，有 

( ru _1 ).r r ^( r _, . r > = r [ a ( r _ 1 丄 ) f 厂 1 i 

= r(a)lr(T~ ] .r)~\r{a~ l ) : T(a),rr(a) 1 

V， e 

因此 za^ z 1 = cr t (」）G JV"i ( t 从而 J/m ( G ) 是 Am/ (Cj ) 的正规子 
群 . 

从 lilfil 的讨沦知道，群 G 到^^ 的同态7的核等于 ZU ，）， C 7 的象 
苫于 h ⑺ G ) ， 7 1 是椐群同态苺本定珂，得 

(i /Z ( ( 'I ) — hm { ( J ) ■ ( I 5 ) 
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这样我们利用群 G 在集合 G I :的共轭作用.得到了下述 结论： 

定理4 群的内自 N 构群 ) 同构于群 （_； 对于中心 
7 A (.) 的商群 ( r / Z { G ). □ 

为了利用群 CV 在集合 D 上的作用来研究群 G 的结构，以 及了解 
n 的件质 ， 我们需要引进下面一些概念，并 II 推导冇叉结论. 
定义2 设群 G 在集合 n 上有一个作用 ，对 丁_ r ^ □，令 

G' ( j ： ) i ^ 0 -r . g G G [ , (16) 

称 GU ) 是 . r 的轨道 ( orbit ). 

如果群 g 在集合 n ii 有一个作用，则所有轨道组成的集合给出 
f n 的一个划分.埋由如下： 

在集合 n 屮规定一个二元关系如卜： 

jc — v 存在片 6 C ?， 使得= 厂 （17) 

容易验证〜是等价关系.由 X 确定的等价类孓为 

: t i g d 1 1〜夕1 

= \y ^ 1 存在发 £ G , 使得 y = ^ & X I 
=\ g ^ jo G \ 

==〔;(.「）■ ( is ) 

闶此所有轨道（即等价类）绀成的集合给出了 n 的一个 划分由 于轨 
道就是等价类，因此任意两条轨道或沂相等，或沂不相交■于是有 

D = U ( U ， （19) 

j ^ I 

其屮 G '(. r r ) n G (^) = 0 ，当 /乒 j ■我们把集合 u,u e h 称为 n 
的 - 轨道的完全代表系- 

如果群 G ' 在集合 D . I : 的作用只有-条轨道，即对于仃意 i，.V e 
D ， 存在 g G G 使得 _v g " X ，则称 G 在 D 」： 的这个作用是 传递的 

( transitive ). 此时称 是群 G 的 一个齐 性空间 （homogcneovis space ). 

例如，群 G 在左商集 （G /H) / I :的左平移是传递的，这是因为对 
ri^：B rJI.yH € (G'/H ), .有 
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{yj 、 ） 。 .t H = y.i 1 i H yti , 

hKifu 左商 mu ;/ tn ; 就足群 g 的一个齐性空问 . 

考虑群 在 m 合 g 卜.的共轭作的轨道为 

d ) 二丨 ㈣ 1 « 6 - (20) 

我们把 （ 20 ) 式右端的集 fY 称为^的共辅类 （ ronj ugncy rlass ). 从 （ 20 ) 
式吞出， . r 的共轭炎就足群 G 在集合 G . I : 的共轭作币下 r 的轨 M . 从 
lflj 群 G 的任总两个共轭类或 t 相等，或荇+相交.从共轭类的定义 
苻出的共轭类只含-个元尜当且仅当 』 e z ( G ). t ^^ cr ^^- 
限群时，从 （19) 式可得出 

I 

|C；' = |Z(G) | + V ； | C；( r ? ) I , (2D 

j ■■ t 

其中 G ( r } ) M : ^ 的共轭类，丨: ^，…， a . 丨是 G 里非中心元素的共轭 
类的完全代表系.我们把（2〗）式称为冇限群 G 的类方程 Mass 
equation ). 给定/ G ，任取 R € ^, g ^ g ~ 1 称为^的共萌元素 
(conjugacy dements) 」 

定义3 设群 G 在集合 n 上有 个 作用.给定^ G D ， 令 

G s -™= i ^ f j U " ' r - ^'' ■> (22) 

称是 . r 的稳定子 （ stabilizer ). 

容 易验证 ， （;， jJ : G 的一个子群.因此也称的稳定 子群. 
考虑群 G 在集合 G 上的共轭作用，的稳定子是什么？ 

e C ； Ig ^" 1 - 

=; g G f; ! 以 = 叩； ■ ( 23 ) 

我们把 ( 23 ) 式右端的集合称为 了在 （； 甲:的中心化子 ( cenlralizer ), i[i 
作 （\ U ), 它就坫在群 G 的： H ;- 轭作川 F . r 的稳定子群 ■ 

仵^的轨道与 - r 的稳定 f 之 M 心密切联系： 

定理 5( 轨道 一稳定 子定理 } 设群 g < v .% i \ n 上冇一个作 M ]， 

则耐 T 仟克给定的6 OA % 
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(24) 


1 G(.r)| :- [K; 二 

即的轨道的苺数等亍I 的稳定子在( V 中的指数. 
证明 令 < p , G {. r ) - ― ( C / G . r )_ } 


由于 



- ^aGj , 

今6 1 ° (a p jt ) 二 



^=>(b 

<=^>(b 






^^h l a ^ G , 
a.G v = hG r . 

丙此¥；是0( r ) 到的一个映射，并且 y 是单射.显然 p 是满 
射，从而 p 是双射.因此 G (. r ) 与 ( G / CH 有相同的基数 T 
即 | G (. r ) 卜 □ 
推论6 如果有限群 G 在集合 D J ：. 有-个作用，则每一条轨道 

的投（即轨道的基数）是 G 的阶的因子，即 

! G | - j G f j ' G (. r)l . (25) 

证明 ； G | 二丨 G : = HI |(; U ) 丨. □ 

考虑有限群 G 在集合 （ i 上的共轭作用，据轨道 一稳定 子定理，得 

| C;(x) | = [G : o) J ， （ 26 ) 

即/的共轭类所含元素的个数等的中心化子在 G 中的指数 1 
下面我们来介绍群在集合上作用的一些应用- 
设群 （； 在集合 D 1：有一个作用，令 

^-= Lr G D |片 & 』= i , V g 6 (; i ， (27) 

称队 是群 （； 的不动点集 - 

设 G 是冇限群，如果 G 的阶是素数户的方幂，即 I (; | = 〆 ' 
w > 1 ,则称是 — 群. 

命题7 设 p - 群 G 在有限集合 U t 有-个作用，则 
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| {2^ \ =丨 D | (mod p), (2S) 

证明 认 （ iw 式得出 


i = V ； iC (^) I + X ； 1 (;(■:■)! , (29) 

其屮 I G (',) ! > 1 , 1 ， 2 掘推论 6 得 ， I G (.& ) I 是 I G 的 

丙子， lhj I G i = p f,i ， w > 1 , 因此 i G(a\ ) = /? ,0 < =：：- 川 ， j - l ， 

2 .… ， r ，于 JS; 山 （ 29) A 得 

1 /3 I = I £1^ (mod p ). IH 


推论 8 p - 群必 tHh 平凡的屮心（即不等于丨 
证明 设 G 足/> -群考 虑群 G 在集合 （； 上的共轭作用，则群 
G 的不动点集= Z ( G ). 据命题7得 

1 Z ( G ) \ = ! (? I = 0 (mod p ) , 

义由于 Z(G ) 足 G 的子群，因此 |Z(G)| =，，对某个 v > 化从而 
Z ( G ) 女 :. n 

利用推论8,我们可以决定/> 2 阶群的互不同构的类型，其中是 
素数. 

例 1 设 /, 是表数，则夕阶群戍者是循坏群，或者同构于 Z A X 
Z ；) . 从而 p 2 阶群都是 ahd 群. 

证明 设群 （; 的阶是 〆 .如果 （_； 含有 p z 阶元，则 （； 是循坧群, 
否则， G 的每个非单位元都是/>阶元■据推论 8, Z ( 于是可 

在 ZU ;) 中取一个非单位元 ^ 由于 I I =户，因此在 G 中 可取一 
个非单位元/； 6〈" ） ■由于 ⑴I = ,因此 uo n 〈6〉=丨 d ■据习 


题 1.2 的第14題，得 




I* 

I \a 


h ) 


p - 


■■ iu > n (、 h ) 、一 

因此于 u G z ( g )， 因此的每个元彖与 （//> 的每 
个元素可交换，于是据§3的定理4得， 


(； ^\ ^ h ). 
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由于（一，（/7)都同构于 Zp 因此 G 〜 Z p x □ 

命题9 设群 G 在集合 D 上有一个作用，则闪一奈轨道上的点， 
它们的稳定子群彼此共轭，从而这些稳定子群的基教相同. 

证明 设』 , J 属于同一条轨道，则存在 a € G ,使得 : y = u n j , 
任取 G G , , 则 

(uha [ ) ° y ( aha 、 ） 。 {u w) = “h 。 [(a~ [ a) L .r \ 

= (ah) ^ t =- a 0 C h n l 厂 ） =u ° x = y ■ 

因此 aha ' 1 € G v ，从而 aG^~ l t = 

由于 i - a 1 。 v ， 因此同理可证，(厂 f h ，从而 G v G 

i _ ■ 

由此得出， = dG # - 、 即 G ,. 与 G , 共轭. 容易看出 4 
m 心■是氏到的一个双射，因此 | g 」 二 | (;_ v L n 

利用命题9,我们可以求出有限群作用在有限集合上的轨道条 

定理10 ( Burnside 引理丨设有限群 G 在有限集合 D 上有一个 
作用，用 FU ) 表示片的不动点集，即 

H P f 

F{g ) - I 丄6 D I 欠。^ ■ = J ! ■ (30) 

则轨道条数7■为 

⑶) 

1 ^ t (x 

即，轨道条数等于平均被 G 的一个元素保持不动的点的数目 
证明 考虑 G y O 的下迷 子集： 

s = \(g \ h ° ^ = ' r ^ a 、 

给定# € 令 

■u 

s (卜 -)~ e G si 

=; J G D I 兄 。/ = Jr \ :二 F(gh 

给定 / € 令 

'S('r) 土 ：^ 
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- { ^ G G g ^ .f _r i = G t . 

由亍 \ I S g ， .） = ! ^ I - Y S( - ,.r ) h 因此 

Y F (尺 ）I = Y 1(, . (33) 

< ^ g 〆 /] 

设 b ■ dv ,. r ,: 是 n 的 g -轨道的完全代表系，则 n U (7( ，.）， 

I I 

其中 （；（rj n fr ( r ,) = 0 , 当，关 J . 椐命題 9 T 在轨道 Gir ) 里的 
每一个点.它的稳定子群与有相同的阶.因此我们有 

X |G」 ： I (U I 

/ i Q r - 1 r C M ? ) I I ' 

I 

r 

=^- I G 1 = r ir ； . (34) 

r - I 

从 （33)、（34) 式立即得出公式 （31)， □ 

从物质的分子结构等实际问题抽象出一个数学模 型：对 一个正 
多面体的顶点用若千种舾色染色，问有多少种不同的染色方案？下面 
看一个例子 

例 2 正四面体的4个顶点用4种颜色染色 f 求真正不同的染色 
方案的个数_ 

解 由于每一个顶点有 4 种颜色可供染色，因此总共有4 4 个染 
色方案，它们组成的集合记作门，如果两个染色方案能够通过正四面 
体的旋转对称（性）群 C ； 中某一个旋转从一个方案变成另一个方案， 
则报自然地认为这两个染色方案本质上是一祥的.因此 D 在群 G 作 
用下的同一条轨道上的染色方案本质上是相同的 1 从而真正不同的 
染色方案的个數等于轨道条數. 

一个染色方案可以用一个4元组 表示： 

U ,，2 r A ,，4 ■■ ， （35) 

I ■« •- 

其少〗.表示顶点！染第神颜色，其余类推- 

I 

群 G 首免作用在颂点集价 UJJJ 1 上」；的每一个元素 g 
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诱导了见的一个置换，记作^称^是兄的置换表示 T 例如，绕顶点1 

与对面中心的连线转角为_的旋转 q 的置换表示是 q _ 
(1)(2341 参看本节开头的图1 - &对于 g 令 

r 丨 】』 I — \^r(i) g ( 2 ) g( 3 ) L ： H (A) 

] 1 ^ A 1 2 4 

容易验证上式给出了群 G 在集合 D 上的一个作用，为了求轨道条数 

r , 先求 g 的不动点数 IFU ) | +以〜为例■显然，丁个手苧亨亨夺 q 
下保持不动当且仅 亨顶点 2 , 3 , 4 染同一种颜色，即 q $亨学+宁 f 
同一个轮换里的颂点染同一种崩色有两个轮换 T 每个轮换有4种 

卜 f + ■曇丨 _•_*■ 

颜色可供染色，于是 q 保持不动的染色方案有4 2 个.即丨 F ( a ) | 二 
4 2 .容易看出， G 的每一个非单位元 g 的置换表示士都有两个轮换，因 
此 IFU ): = 关 r 而 | FU )| 二4 4 -于是 

r = ^(4 4 + 11 x 4 2 ) - 36. 


因此真正不同的染色方案有36个. 

例2的解法适用于一般情形 . 类似地 T 证下迷结论： 

定理 U ( P 初 ya 定理）设有限群 G 作用在 w 个对象组成的集合 
W 上1 G 中元素 g 在 W 上的置换表示 记作只 ■用川种颜色给 W 里的 
n 个对象染色，则真正不同的染色方案的个数 r 为 


G 




rig ) 


(36) 


其中 r ( g ) 是 i 的轮换表示中轮换的个数（包括】-轮换）， 


习题 1.5 


1 ■令 Z x R ——- R 

( 11 , .r) ■ — 

说明这个映射给出 r 整数加群 Z 在实数集 R 上的一个作用。 







-■1.5 

2 .令 Z X R —-> R 

U ， / 卜 ■—( - l”.r ， 

说叫这个映射给出 f 锒数加群 Z 在实数集 R _ h 的_个作用 - 
3 * 证明：映射 fj : 1 ji !; 仟… Ael 群 G 的■个 D R ] 构」 

4.设 F 是一个域，求 GL tJ ( F ) 的屮心 t 

* 5. (, L ,( C ) 的毎一个儿素 

(: ：) 

引起丫扩充笈平面 CiJ ico[ 卜的 - 个 变换： 

az h 

y . — ― • . 

Z CZ 十 iT 

称它力 Mobius 变换 . 证明： 

(1) 所有 M ^ b 彳 us 变换组成的集合 G 对丁变换的乘法成一个群， 

称它为 Miibius 群； 

( 2 ) 

( ； L,(C)/Z(f ； L,(C)) ^ r；- 

6 ,设 G 是一个群，证明 ：如米 C ； / Z { {:; ) 是循杯群，则 G 是 abcl 
群. 

7. 分别求 D 2 r /; .^ D lm 的中心，其中> 2- 

* 8 .求的中心，其中 w > 3「 

9. 分别求[々， K 的 D 同构群- 

« 10. 求 Z 2 x Z : 的自冋构群 t 
Ml . 求的自同构群. 

* 12.群（ V 的一个子群 H 称力 G 的特征子群 （charancristic 
subgroup ) 如果 G 的每一个 〖 IN 构把 H 映成 H D 身.即对于听有的 r 
e Aw ( G ), 有 r ( H ) … H .证明 G 的中心 Z ( GV 和 G 的换位子群 

都是 C ; 的特征广群― 

13. 分別求/\」々的所冇共轭类^ 
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* 14, 分別求 D 2r “ 的所有共轭类，其中川 >2. 

)5. S TJ 中，设 a 的不相交的轮换分解忒(包含所冇的1 - 轮换 ） ％ 

CJ - = ( a^ 2 … ai )(6| U 々 ）， 

I 2 t 

其中 G >/ 2 > ■■- >/” 且 M H .则我们把有序数组 
(/ 卜…乂）称为置换 J 的型 ( typt ^), 也称为"的—个分拆 

(parti lion ) ■证明： 

( 1 ) a , 与巧在次中共轭当 a 仅当 A 与〜 同邶； 

(2) S , 中共轭类的个数等于》的分拆的个数了 

* 16.求 S 4 的共轭类的个数，以及每个共扼类的代表和元素数 

h ■ 

* 17 .求 A 4 的共轭类的个数，以及每个共轭类的代表和元桌数 

H . 

* 18. S , 屮， a 是一个 n - 轮换.求7的共轭类的 7 l 素数0，以及 
C. s U). 

JI 

* L 9 .求0 2 的所有共轭类. 

*20. 证 明：群 G 的子群 H 为正规子群当且仅当 H 是 G 的一些共 
轭类的并集. 

*2 L .(〗） 求 S 5 的共轭类的个数，以及每个共轭类的代表和元素 
数目 ■ 

(2) 证明：&只有三个 IT : 规子群，即丨 （1) UA 5 , S ” 

*22 .设 G 为户—群，且 i , V | … 户-证明 ： N ^ Z ( G ). 

23.设 G 是一个群， G 的所冇子群组成的集合记作令 Ox ^ 
J 1 ； ( a , H ) 1 1 .容易看! h 送给出了群 G 在 D 上的 一 '个作 

用的轨道 G ( H ) 是由 H 的所冇共轭子群 组成的 H 的稳定子群 
(} n = j ^ ^ G \^Hg ■ = H ;称为 H 在 （； 中的正规化子 （ normalizcr ) ， 

W 作 - M 然，；^;(^0.证明：如果(^为有限群，尺< GJM 

II 的共轭 f 群的1、数等 



图 I 7 

则称 G 的这昀个作等价的 （ equimk 、 ru )」 

证明 ^ f ； {nil 一集合 n I :的传递作用等价丁_群（）在左商集 

((;/(;/).. 匕的左乎柊 - 其屮 ^ e n. 

■ n 设 N 和 H 纪两个群，并且 H ^] Aut (.\ r ) 4 i -个同态 V 、奋:集 
\ r x H i ■.定义 -1 、 二儿运算如下： 


: 1.5 s 1 

-" 24 ■设 / Uil 仃限群 （_； 的 - 个非平凡/_群 ，证明： 

(' J U 仙] 

^ - c. 

^ 25. ^ (； 力一 1、2k 阶群 J 力奇数 . i 」 l : 明必打指数为 2 的子 

胙. 

< 26■设 G 为一个打限群 .// < (； Jli (； - H ； ^ ^ > 1.证明 〆 ; 
成荇-仑指数整除〃！的非平 凡止规 户群，或者 G 冋构十 - S ,.. 的- 
个子群. 

d 设 （； 为- - rtrm 群，广为彳； 1 的敁小素闪 f . 证明 ：指数 为户 
的子群（如果存在）必为止:规子群. 

- 28. 正://体的6 tmttl 红、绿网种颜色染色，求真 iFM 、 M 的染色 ■ 
方案的个数. 

>20. vm c 在染介 n 和 iT 上分別打-个 作用“ 。”和 “■' 如果 {1: 
之间 A -1、^射心使栺 

\pia 。 a 、 : a * [ ipi -' 、、） ' V ~“ . a 6 仏 

也就见，使得下面的 m 1 - 7可交 换： 

V J 

Q - £T 

g • n w V ^ € G 




S 2 第一章 卽 

—■_ _ — ^■■— 

d^f 

(" I， h 】 ）（ ”二 ， /i 2 ) 二一（…， ip { h '、 iw ^)、 h \ * h 2 ) , 

hh 明 N x H 成为-个群，称它为 N M H 的半直积 （wmidirect product )， 
记作 NXltL 

令 K - \(?i,e)\?i ^ Nl T 证明 iN< NX3/f,N t N + 

-3 K 设群 G H 群 ff 分别作用在集合 D 和 W 上 i 令 

( 片 ， A ) 。 （ 7 ， v) ~ ^ r 7 h ^ y) 7 

证明这给出了群 GX H 在集合 Dx W 匕的一个作用，称它是乘积作 
用 （product action ). 求 X W 里的元素 （ u ) 的轨道 （G X H ) (.7 T 
i V ), 以及 （ U ) 的稳定子群 （G X H ) (j , y) . 

§ 6 Sylow 定理 

本章§2的 Lagrange 定理指出，有限群 G 的任一子群的阶 
是 IGI 的因子.反之，对于 I G 丨的任一正因子 L 是否存在一个 d 阶 
子群？我们已经孴到，这对于有限循环群是成 立的但 是对于交错群 
A 4 ，它的阶是〗2,却没 YT 6阶子群（参看习题 1.2 的第〗1题）.而 A 4 
有2 阶， 3阶,4阶 f 群 .6 是两 个素数 2与3的 乘积； 2,3,4都是一个 
素数的 方幂. d 然会 问：当 I G !的正因子 d 是一个素数的方幂时，是 
件存在7阶子群？本节介绍的 Sybw 定理将回答这一问题.我们需要 
—个引理： 

引理设"=/>% 乂 m ' p ) = U p 是素数，则对于仃意/ , 
有 

p [ k ic ^\ p i k ^ 1 ^ cr ⑴ 


证明 

〆 _ n( ?i__ - 1 ) … （ h -■ 」 ) ,m (n - + 1 ) 

”二 ^ T ( // - 厂) …_ J ) …1 」 

我们来证 u - J ) 与 （ 〆 - J ) 含有的/>的方¥相同，为 i 4 






各 6 SyU ^ v 定理幻 


///,K 中（/.户 ） K 0 < f < I 则 

"j p ! ifi - r> l j = p ' ( t > - /') ， 

/ - j = p k - P : '{ A _( 〆 ’_ j 。■ 

山于 / 士 々 > t Ai { jh * p ) \ A j \ p ) - 1 ，因此 （/V ) 与 

(炉， /) 均 4、含 内子 户， 从而” -./• [ j 〆 - j 含有的户的方幂是一 

柞的.都为 ，.丁 是心_ 

_ ("- I j … （ ？？ _ / 广- 1) b 
， (p h 1 ) ■■ ■ 1 ^ 

= \ Ah . p ) = 1，从而 


/ 


h 

a 


〆 


?nh 

a 


山 十 r (: 足整数 _ 囚此 u I y k ynh ■山于 （“，/O = K 因此 £2 I ■ 从而 
〆 （ Mcf 的一个内子，如 _ 不含闪子 p ■由此得出 （1) 式」 n 

' a 

定理 l ( Sy】ow 第一定理）设群 G 的阶为 " =其屮 p 憾 
数， U , ,/>) = 1 d > 0,则对丁 ■ 1 U 弋 ! ， G 中必有 〆 阶子群.其屮 
//阶子群（即 A 的最高方幕阶子群）称力 G 的 Sylow p -子群 • 

想法 （ idea ) 如果群 （； 在某 个集合 D 上有-个作用，则 ; Q 的茉 
个元素』的稳定子群 G 就足 G 的一个子群艾键是选杵适当的集合 


n. 

证明 设 n d ; 的 所有 〆 儿子集组成的集合， n 的一个几桌 

形如 

A -二〜 ."-“ vi ， 


T ^,^, --- c ^ M -^ h e c ;， 令 

dcf 

M r 八 i 十尺^」干.” ，紗 〆 、 

料秘苕出这给出 f 群 arr,n h 的一个 11 :川.于足 


( 2 ) 


fl = U (; (八 ）， C { A /) fl 0 ( A ? ) = 0 .^? / j ^ 
, 1 


(3) 
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从… J I ■ X | G ( A f )\ . (4) 

. - ] 

由…砰 . i 知， 

P ! ~ kAi nn\. 

闲此至少有一条轨道（.;（，')满足 p ^-' 11 y iGCAji ， 根据轨道-稳 
定子定理的推论，有 

K ； I - , r ;( A ,) | | g 、| 」 ⑸ 

a 

由丁 1 //恰奵整除 k ; I , HI G ( A ; ) 1 含有的户因子至多为因 
此：^ ,含冇的 f 因子至少为 〆 .即 

I (ja I P k • ⑹ 

} 

另—-方面，对于任意 G A ,^ g ^ A J = /\厂于是对于0 6八，， 

•» 

有训 f ，从而 

O a a - \^a |>f 6 G A "I 〔 A 』， 

} __ 

7 1 是 I ^ I ^ 1 ! ~ ^ ■ 

又由陪集与子群 G A 冇相同的阶，因此 

J I r； A I : n ⑺ 

V 

^(6).(7) 式得 ， I 丨 =// ■即就足 （; 的一个 〆 阶-丫 .群了 □ 

* : 

山于对于 g 6 C ^ h^ghg [ ^ e ，群 H 到它的共轭子群 g 叶厂 1 

的 X 又射，因此 H - l ^Hg 1 有相同的阶-从而如果尸是（；的 Sylow /> - 
子群，则 P 的任--共轭 F 群也罡 G 的 Sylow /> - f 群.反之的仟 
总两个 Sylow p - -了-群是诉共轭？ 

定理 2( SyUm 第二定理）设群 G 的阶为》= 〆 州 .其中 A 为桌 

数， （ m ,/)) ! ,/ > ()，则 

( 1 ) 对于 1 :‘ A < / 的仆意-个 〆 阶子群一定包含在 G 的某 
一个 Syl<^w p - F 群中； 

(2) 的仟意两个 Sylmv p - 子群在 G 中 共轭- 




^ h Sylciw 定 迫 S 5 


证明 ⑴ 设 h 是“' 的任盘一 f // 阶子群，1 d 士. r 任収 g 
的-个 Sykrn /) 广-群 P - 考虑/?群//在 G 对 F 的左商集 
K 的午平移.即 

/「 (斤、 ——— ( h ^) P . ⑻ 

川 a ) 技小 n 的小动点集，则 

, f2i) | -— | ( (r ’ 厂 ）■■■ I — f/i ^ ()( nu>d /> ) . ( 9 ) 

aP e n u . tin v/? h : 。尸、也就是 u")p 

aPJkltli a ] hu d - 山此得出 ，V A e h e al\i - 1 , 丙此 

H — ul \( 1 , 

即 H 包含在 ~ 的一个 Sylmv /> 子群 aPa 1 

(2) 设 ^ G 的江意两个 Sy]mv / -子群.由刚 I 证得的 
结论（把 Pi ■: 1:述的 H . 把 P : _#成1_.述的 P ) 得，存在。 [ f ； , it 

:― aP.a ■泊于 I P 】■ = aP -_^- ] . .因此 h = aP 2 a K r = 
推论 3 冇限群 CUSybw />-■ F 群足 丄规 r 群 当臣仅 当 C ; 的 
Sylow 户- 子群的个数为 1. 

证明 （_； 的子群 P 坫 n-: 规/■-群当 R . 仅当厂的所有共轭+群都等 
-h r 內々，再结合 Sylow 第二定理即得结论. I J 

从推论3苕出，我们要会求的 Sylovv p - 子群的个数― 

定理 4( SyFow 第三定理）设群 （； 的阶"=，其中是素 
- I J > 0「则 （ ；的 Sylow p - 子群的个数 r 模/>同企丁 

I Jf - U r 足川 的 W f _- 即 

r --- I ( mod /> ) , ii ?' m ^ { 10) 

想法 （icled ^ ilE r - - 1 (mod 促使我们考虑 /> _ 群也，疋 

n 1 ：的作用，并 Ji 去求不动点集 n . 

证明 用 D 友示 （； 的所冇 Sylow /> - r 群绀成的集合.即 D = 

: iV fv …， P : .十是 ，仏 =_「考虑在 : Q h 的共轭作用.則付丁 

{ f . a (r P 卜令 
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a D P ( aP { a 1 . ( 11 ) 

容易验证这的确足一个作用.我们来求的不动点集別于 cj 
e 我们有 

q e ^ q qu 〜 p ' 

<r=1>aQa~ ] = Q , V ^ ^ P| 
e ■义 ⑼ U "■ 

令与 h G \ T C ( Q )， 

其中 是 Q 在 G 中的正规化子，它的定义逭 

\\ S (Q) ~~ I g t C ； = Q“ 

由定义看出，⑼」由于 P ^« y 是 G 的 Svlow p - 子群.与然 
它们电是 N g ( Q ) 的 ％ low /> - 子群.由于 Q<l NjQ ), 因此据推沦 
3得 ， Q =厂卜因此 n 0 - : pp i t 从而 

r - I I 二 I I 7 o I — _! ( mod p ) T 

从 4 题 1.5 的笫 23 题知 i !, Pi 的共轭子群的个数等于 [ G : 

C J J i ) ] - r = '_ G : AV ； ( F ■ ) 」■从而 IG I ， 即 r 1 //"r 由于 r — 丄 
(nuxl 户） ，因此 （r , /0 1 」 从而 r 丨川. I ] 

Sylow 定理在研究有限群的结构中起着十分重要的作用.让我 
们來 苕/1 个例子. 

例1 i 止明不存在阶为12的单群. 

证明 设群 （； 的阶为12.由 T 12二 2 2 x 3,因此 G 有 S y low 2 
- f 群.设 （； 的 Sylow 2 -子群的个数为厂由 Sylow 第—定理得 ， r 
=1 + 21且 r 3. 山此推出，々= 0或1,即厂=1或 3. 

情形1 r 1,则 G 的 Sylow 2 -子群 P 是 G 的十:规 T 

群 ■ 

情形2 如沿 r : 3,则 G 的 S y low 2 -子群有三个： fVP 2 ， P ” 
它们组成集合 a-U g 在 n 上有共轭作用.由此作用引起群 g 到心 





§ Sy[w 定 i ： 里 S 7 

_ _ _ ■ ■ ■ —■— __ 

的一个问 态… 认此 

(t /Kerp 〜 Imp - 

巾于 Im ^ < S ., ,因此 I [ m V ) '■■■■〔: 6 .而 I G 12 ■因此 Ker ^ 十丨 r H 
如 Kerp =(;， 则对于所有的 ^ ^ 都 tT ^ l J yg 1 ^ Pr 于是 
Pl <] G , 这 w r = 3 矛盾，因此 Kerf 是 G 的非平凡十:规子群. 

综上述得，12阶群 G 不是单群. I 」 

例2 设是奇素数，决定2/>阶群的类型（即，互不同构的类 
型.今后不再每次声明）. 

解 设 G ' 是2/』阶群，据 Sylow 第一定理， G 有 p 阶子群尸和2 
阶子群 H . 由于素-数阶群一定是循环群，因此 J 」• { a>,H (O 
于 [(7: 尸丨2,因此 P <1 (7 .由于6 €心），因此 G 对于的右陪集 
分解式是 G U、U U 〉/). 从而 G 的 2 p 个元素为 

ea p - ， ah ， … ， a p 1 h . 

据 Ugrange 定理， d 的阶只可能是 2 / 2 ，如果 I M | 2々，则 C ; 

’ah / ，它同构于，如果 M 的阶为2 ,则 a hah ― ^ ,从而 / Wj = 
^ _ 1 . 此时 

(t = {a 、 b \ a p = b 2 = r ， bah = a i ). 

客务看出 ，（； 〜 f "假如 I M I 二 / j ，则 （ - p ■由于〈 ) 〈（二因 
此有 

(a) = {a)(ab) p = ({a} ah) p = ((a) h) p 

={a ) h p - ( ti}h ^ 

矛盾.从而 W I 尹 

综上述得，如果为素数，则阶只有两种类型 ：或者 同构于 
或者同构于厂\. 

我们已经知道， A Z ,, Z ? X z 2 X 都是 s 阶群.还冇没 

有其它的 s 阶群？ 

在 18世纪末和 19世纪初 J ' Wc ^ cKn ^), R . Arg ^ iiddHOb ), 
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高斯 （ Gfmss ， ⑺ 31) 分别给出了 Si 数 u - fM 的几何表示 ，这样 复数才 
有了合法的地位，从那以后，教学家们认识到复教能用来表示和研究 
平面上的向量，进而应用到物理上 . 但是数学家不久就发现，复救的 
应用是受到限制的.例如，当几个力作用于一个物体时，这些力不一 
定在一个乎面上.因此需要把复教加以推广，首先想到3维向量.但 
足向量的内积不是代数运算_向量的外积虽然是代数运算，但足它既 
不满足交换律，又不满足结合律，与复数乘法相去甚远对复数的推 
广作出重要贡献的是哈密顿 （ W _ K . Hamilton ) ，他经过长期努力，子 
1843年发现他所要找的新数应包含四个分量，而且必须放弃乘法的 
交换性、他把这种新数命名为 四元数 （ quaternion ). 

哈密顿的码元奴形如 

a - f - hi -f cj -h dk r 02) 

其中 a ’ hc'd 为实数满足 

£ 2 = j 2 - ft 2 = — 1 , (13) 

ij 二 -ji = k，jk kj = i、ki = 一 ik 二 j • (14) 

两个四元數相乘可以根据上面的规則仿照复数乘法那样去做■哈密 
顿试明了四元數朿法具有“结合性”.四元数是历史上第一次构造的 
不满足乘法交换律的数系，哈密顿本人曾对亍四元权的发现，作过— 
个生读的描述： 

“明天是四元数的第15个生日 T 1843年〗0月16日，当我和吻密 
顿欠太 步行去都柏林途中来到勃洛翰桥的时候，它们就来到了人世 
间，或者说出生了，发育成熟了 .这就是说，此时此地我感到思想的电 
路接通了，而从中落下的火花就是之间的基本方程，恰恰就是 
我后来使用它仍的郎个蛘子，我当场柚出笔记本（它还保存着 ） T 将这 
些思想记录下來。……” 

据说，他当时还取出随身带的一把小刀，将四元教所满足的觇律 
刻在了那座桥的石 栏上. 〔注 ：吟 密顿的上述一段话，引自4数学史教 
程李文林著，高等教育出版社和施普林格出版社 2000 年出版■第 
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所有四乙数组成的集合用 H 表示. 它对于四元放的加法 ( 类似 
于复教的加法）和乘法成为一个冇单位元的非交换环，并五每 a 非 
芩元都可逆，它比域 n 少一个乘法交换律，我们称 JJ 足四元数体 
( quat^rmon Held ). 

考虑四 VL 数体付的一个子集 ： 

Q - - - i, ~ j, ~ k\ (15) 

从 （ 13) 、（ 14)式肴出 .Q 对于叫儿数的乘法封闭，4』彳 .41^71： 桌的逆 
Wj { i ： Q 屮 U 此 U 成为--个群_称它娃四元数群 （quwernum group ) _ 
从 （13) ,04) J 得判 

/ 4 = 1 , ,7 4 二 i , i 1 i , j 1 - J 

jij 1 ( - k)( - j) - kj ^ - i r 1 . 

㈧ lit 

Q -ij l^ J = j A - IJij 1 = ^ V- 06) 

由 T U 足仆:殳换群，因此 Q 不 「nj 构于 H 4 X Z z //, 2 X Z 2 x z 2 . 
山 J- Q r^J -- 阶元 R 灯 -- U 冈此 Q 不 N 构于 /)4( 认打 4 个二阶几 ） t 
s 阶群除 r 这 ft 种芡 m 外.还有别的类增吗？ 

4例3 决定8阶群的类型. 

解 设（ V 是 S 阶群.如果 （； 有一个 S 阶元，则 C , 是循钚群，它 
㈤ 构于 Z s . 下面设没有3阶元.据 S>low 第--定理乂； 必有4 「介子 
群 N ■由于= 夂因此 f ;. 4 阶群只有两 种：徜 J 不粦， 或者 
Kk、） 群」 

情形 i (; 有4阶循环于群 H ■设 H 二 U； ■，则 G 对于"的右 
陪渠分解式为 c ( a ) U ■: u ^ ■从而 ( ;的8个元素为 

m ， u 2 “ 又 \ h “山 ， ct - h ，一 b r 

据 L 叫定理，的阶为4或2■因 A ，所以/厂€〈 a 〉■从 

而 /， t . 由于！ />」I ( -#2 ) ，闲此当 1 /m — 4 时，丨 ^ 1 二 2 ' 
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从而 // u 2 ; 当 I /? i = 2 时， V = e 」此外我们考察/似，显然 M € 

〈 u K 且心不等于 b (否则 ，■: i = ^，矛盾） T 假如 6 d = u 2 /) ，则 u = 
h 1 “ 2 6 t 从而/ ( i ) 一 ' a 2 h ) ( b 一、 a 2 h ) :二 p ，矛盾」因此〜 = q & 或 
ha 二 ? &根椐/ 〆 和如的可能性，我们分下述吗种情形讨论. 

(i) ha --- ah “: T 二 p ■此时 G 是 a be I 群 t 考虑 G 到 Z 4 x Z 2 的一 

个映射 cria 1 ""^! — 答易验:证 tr 是一个同构政射 1 从而（： 

^= Z 4 x Z ^ - 

( ii ) ha - ctb ， b 2 … u 2 了 此时 f ; 是 abel 群-由于 （ cif〆 ）: a^h 2 — 

a 2 a ~ 2 = p ,. 因此 W 1 是 2 阶元『令“卜卡(了 J )」 容易验 

证这给出了 G 到 Z 4 X" Z^ 的一个同构映射-从而 (t = 7 j \ x Z2 ■ 

(iii) ha ^ a^h y b 2 = e 『此时 = a 1 ■因此 

G = {a，h }a A -二 h 2 = e ， hah = 〆 丨〉」 

从而 G 2 D 4 , 

(iv) ha ^ a 3 hJr = g 2 ■此时 hab- [ -疒 1 ,因此 

G - (a^h\a A — h A - e, h^b 1 = ^ ~ 1 )- 
与 （16) 式比较，令 ur^i, n ■，容易验证这给出了 G 到四元数群 C? 

的一个同构玦射.从而 (} = Q- 

情形2 G 没有4阶循钚子群，从而 G 的4阶子群 H 兰 A XZ 2 . 
设 H =丨匕^/,,“丨，其十《4,^都是2阶元.设0对于只的右陪 
集分解式为 f; H U 设■从而〔；的8个元素为 

r ,a , b , ab , c , ac T be ^ ahe , 

令 K 二- (r>. 容岛看出 G = HK， 且 H 门 K = M ■由于 G 的每个 
非单位元都是 2 阶元，因此 G 必为 abel 群（参看习題 1.2 的第8 题广 
据务3的定理4得 ， GH x K 『由于 K 二 Z 2 ，因此 G 兰 Z 2 x Z 2 x 

Z 2 

综上述得，12 阶群 （;■ 只有五种互不同构的类型 1 它们的代表分 
别是： 
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z: t Zi] x Z: x Z: ， f)41 ■ 


习题 1.6 

1 . ii : 明不存扛阶力 148 的中-群. 

2. 证明不存在阶为36的单群. 

3. 证明不存在阶为56的单群. 

*4. 证明石存在阶力30的单群. 

5,证明6阶群或者是循环群，或#同构于 S 3 . 

*6. 决定10阶群的类彻 . 

1. 决定15阶群的类型」 

^ 8 .决定35阶群的类嘲， 

*9. 决定 2] 阶群的奧咽. 

* n ). 设 p ， q 都[素数， 11 * /> < ^ 证明： 

{ 1 ) 如果 <7尹1 ( mod 户）*则如阶群是循杯群； 

(2) 如果 q 7 1 ( mod / >)_ 则内阶群是具有正规 Sylow /> -子 
群的作交换群，或者是循 环群； 

Ml . 设是不同的索数.证明阶群必包含一个正规的 
Syl<jw 子群- 

^ 12. 设群 r ; 的阶为 pVK 中 p 是素数.证明 ：如果 g 是廿夂 换群， 
W \\ Z ( G )\ = /，，且 Z ( G ) ( T . 

M 3 .设户足-素数.汁算\屮 Sylow p - 子群的个数.由此证明 
Wil>on 定砰； ( /> - 1 ) ! ^ - 1 C mod p ) . 

* 14 ，设 G 为一个有限群… V <] G , P 圮』 \ 的一个 Syluw /?- -广群 ■ 
汕明 ： V . N ,；(/ J )- 

^ 15. 证明：如米有限群 GW —个循环的 Sylow 2 -子群，则 （.； 冇 

一 t 指数为2的子群. 
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§7 有限 abel 群的结构 

这一节我们来研究有限 Ad 群的结构，我们先肴几个具体的例 

?. 

4阶群都是 abel 群，它们有两种互不同构的类型，代表分別是 
/ 4 » Z 2 x Zo T 

6 阶群有两 种互不 W 构的类型，代表分别是其中 A 是非 
^ be ) 群 ； A 是 ?ibel 群，4 = Z2 X h 

9阶群都足 abel 群，它们有两种4不同构的类型 ， 代表分别是 

S 阶 abd 群有5 种 同构的类型，它们的代表分别是 Z s ， z 2 X 

Z4 ， Z。x z。 X Z2 ■ 

由此看出，这些 abd 群都同构于循环群或者循环群的直积，并 i-t 
每个循环群的阶都是一个素数的方幂，这些循环群的阶组成的有電 
集合，例如对于8阶 abel 群，有三种情形： 

|2 3 !, 12,2 2 !, 12,2, 2(. 

它们分别对应于 S 写成素数方幂乘积的所有二种吋能： 

8 = 2 J , 8 - 2 x 2 2 , S = 2 X 2 x 2. 

任意有限必 d 群是否也有这样的结构？ 

设 G 是有限 abel 群，它的阶为 

之 I T 

^ Pi … P ':、 

其中, ■ ■ * t 户，是两两不同的素数 ， A > () w = 1，2，…，、， 

据 Sylow 第〜 定理， （； 有 Sylow 九〜子群 H』 ，? = 1 ， 2，…， s ■由 

于久浐九 ， 因此 h , n k = u [■ 从而 

\ h s n j 


I H.H, I 

m 数学归纳法容姑 ii 下.明 
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; H ] H 2 …"'丨=户:- ■ 

闽此 (； = HpH ： ■ H . 

又由于 G 菇 abel 群，因此从 §3 的定理 4 袢易得出 

(； = H i x H 2 x ■■- x H 、， (1) 

即同构 _ J ~ 它的 Syl(>\v 久-子群 （/ = I ，2, ■ + ■，、■)的 it 积. 

卜一水 h 然要去研究 abd A -群的站构 ，从 S 阶 Ad 群的结 构受 
到启发，我们猜想存下述 结论： 

定理1 设 P 是 abel /> -群， | P 则 

P—-Z, x Z , x x Z , , (2) 

/」1 p - /" 

其中6 1 < A 2 < … < 左，，且々1 — 々2 f …七 k r 二 / ■称有承集分 

| t k ^ \ 

、 P 、 PP 、 

足 P 的初等因子 （ eleniemary divisors ) T 

想法 （ idea ) 先证 P = ( a ,) x 尸 , ，其中 W t ;， 尸 I 都是 P 的子 
群 f 然后用数学 ! U 纳法.为 此需要证： 

r = (« i>ri , 11 (^ 1 ) n P\ = - 

从 P : I ^ 知道 T £7 1 厲于厂的 - 个生成儿集-但是 一 个群的屯成 

元集不唯一，并 U 不 同生成兀集的元素个数可能不相等，例如， 

■S tr = <(12),(13) 

S r; z -' (] 2 ). ( 123…” ））. 

敁然乂不能山.一个元素生成■凶此称丨 （ 〗 2 )， （】 H .. ” ） 丨是、的― 
个 极小十 .成儿集.-般地，设群 （； 有一个十.成元集 W 含 r 个元素 ，血 
f ； 的任何，_ 1个儿素都 f 哼卞枣则称 W 足 （ T 的一个极小生成 
元集 （muiimal set of gerterarors ) ■对十打限群 （ 成有限外成的群 ） ， 
- - 定存在极小生成 7 C 集 （[/ 彳为内然数集 N 的任一非空 子集甲 .必钉 M 
小数 ）. f ;的极小叶.成 vc 集小唯 - _ _从定义 』 m h $ t 哗 

小 1 .成儿巢禽作的几素个数相同.这样我们就可以在 定理 J 的证明 

丄 ■■_•!♦ + ■■ 
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中，川 abel p ■■群的极小生成元集含有的元尜个数作数学归纳法, 
it-jt 应当从 p 的一及小屯成元集中去找 I：述的元素 

还需耍 ■(〜 > n Pi - 、丨」 假如 n p , ^ ，则存在 o < r 

< 1 " i 1 ，使得€尸卜设尸 I 二、卜， ■' 乂〉，则 

a \ = f 々… h \ 

^ J 


即 a \ b r !f "■ b 2 ^ - e . (3) 

我们把 （3) 式称为 P 的生成元… A 的一个关系 1 设 Iq I = 
〃/ I ,则 rt'fi = e , 从而有生成兀的另一个关系： 

= e , ⑷ 

为厂能得出矛盾，注意到 r <…■我们应当辛 P 哼呷 夸卑今 丰埤芩 

竿哼牟呼芩率肀， if 乍 f k 哼奉十卓 

/ Mriki ^, V>J In J , kiC 的 W 为':于 i 从-⑶、⑷ 

奇侖虫矛 •盾 从而保证〈〜> n Fj - n 

证明对 ahd 群的极小生成元集所含元素的个数^作数学 
SH 纳法.当 n : 1时，这是循环群，于是命题为真.设 《。 r - 1时，命 
题为真 了现在 来看"=/■的情形，在 abel p - 群 P 的所有极小叱成元 
集的全部关系中，从生成元的正的幂指数组成的集合甩选取一个最 
小的£整数，设为 7 r U + 不妨设 P 的一个极小生成元集 ，… T 
J- r \ 中有 一 个关系为 


X 



— e , 


⑸ 


我们断言 m〗 | ■理由如下：设乃 “ 9〃M 4 w ，0 <』/ < 〃』 丨， 则 


m . ''/wr + , ? / ( I \ 171 \ n ^ \ K 

e = . r } \ r 2 ] ,;■'■£/= (/卜 4) 

容易看出，丨 X \ Jr \ T ,^2 1 ^ L 3 r r 丨也是尸的一个极小生成元集^下是 
从出 i 的选择知道，必有 “ = 0. 从而力二 g 川】■同理町证，出，于 
是人.=1 ,3 : ：^ v ^ r ■因此 （5) 式成为 


x 


.r 


<^7/i 

2 




q 3 tfi 






z - e 








⑺ 


l\ = 丄 


■7 s - 
.1 . 


从]…… r , 丨也是 P 的一个极小生成元集.从 （6) 式得， 


^，从，的选择知道 ， m t 是^ I 的阶因 此切1二 / z ,其中 


足某个 iK 幣数.令 


- H 


\.1 7 y .1 ^ y' km j X r ! • 


\ a [ / 


⑻ 

⑼ 


假如 〈 a I ) H 厂！ / .1 r 丨 ， 则存在 1 5 I ，使得 4 t PI 」从]扣有 


心■二 4 …/_由此得出 


a / .r … 'r 


( 10 ) 


这勻％的选择矛盾，因此 P = >丨.乂由于/"是 abel 群，因 


P = (a,) x F 


( 11 ) 


u 2 ，. h . …， A : 必为 h 的一个极小生成元集+对 h 重复上述 
做法，仵 a 的所有极小生成元集的全部关系中，从生成元的正的幂 
指数 m 成的集合电选取 一个敁 小的正整数，设为 W 2 .不妨设 Pi 的一 
个极小生成元集1 _ y 2 ， a 了…， 3 V 丨有 个关系为 

v ». v '乂 ^ ( 12 ) 

- 2 - .> 


同理可证其中々 2 是某个 IV : 整数从 （12) 式得 


r>i . m s 』 

a I y ， y 


fi 


( 1:0 


由于容易宥出 乃， …，乂丨也是 P 的一个极小生成元集，因此 
从 （13) 式可得出，：(与前面证的方法 一样） t 于是 
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对广 用数学 in 纳法，并』 I .汴意「.而的论述可得 

2 Z W x … x /，'， {14) 

其屮 h :C (..1 … d『h 1 …—々■- / - 办卜 

山于 W,〉t 7 V u 因此从 （ u )、（14) 式得 

P 、 Z x Z jf, x Z * x … "x Z & * 

/j - /j - p •' p ' 

中方 i A 2 … ^ ■心，民 h h + ■■* + 々「 = /』 L i 

结含 （ i ) 式和定理 i 便得到 

定理2 设 （； 是”阶 £ ibcl 群，"=户? /^■■…户？，其屮 Pi ， Pi ，“ ， 
/ y 、 是两两不同的索数，^ > (M =. 1,2,…， iv , 则 

G = Z k x Z , x --- x Z L x … x Z A x -- x Z , ， 05) 

j I , 1] r , ^ 1 

〜 p } - 匕 p r 

其中 I 0二《…《 k ir T 且是」 — + *" + ^ f r : { “ = 1 ，2, …， 

r 1 

s . 称有说集合彳户广，…， /: 1 , - …， 〆 ' 1是 G 的初等因子- □ 
容易看出，如累两个有限 abel 群冇相同的初等因子，那么它们同 
构-反之如何 7 我们来採讨这个问题. 

设 G , 和 G 2 都是有限 abel 群，并且设 f G 2 ，则它们的阶相 

同-设它们的阶为？ 3 = /^ 1 /々 …； >|；， 則 G 同构于它的 Sylow 予群的直 
扭 （> :=1 1 2 ) : 

^ H\ x H 2 X …： x J 1 /" ( 16 ) 

… xK, (17) 

其中 H , , K , 分别是 Cn ，(^的 Sylow p , - - J - 群 ， I C s ■由 同构关 
系的对称性和传道性得 

ff L x H 2 x x Ff.r K! x K 2 x ■■■ x (⑻ 

说同构映射为由于 

(■h i ， h 2 , …，= (hX : ， … "々） ， 





闶此从 （A ] ，心，…， A 、 V ( 尸， P ， ■ ■ ■ ,产 ） 可推出二… — 乂 — f ■于 
足 Hi ， Hi x ■- x H, 里的 〆 〗 阶元必形如 （ /! 卜 e , f ， …， r) 「同理 fC 3 
x KI x …、 ■■ K 、 里的々彳阶元必形如 （ A I ， ^ ^ ，…， f ). 由于同构映射 4 
把 〆 ]阶元映成 〆 ！阶元，因此 ip(h “、 e ，… = [ k 卜 e “、…， e ) 、 

其中 /』 E 是 H 】 里的任一 A 阶元是 Ki 里某一个砩定的以阶元 
(它依賴于 h ). 于是0诱导了 ％到 K 』 的一个映射 即 V W ) 等 
于上式中的匕.由于0是单射.因此化也是单射，由于0是满射，因 
此仏也是满射.由于0保持运算， 因此化 也保持运算，从而 A 是％ 
到的一个同构映射，于是 H ^=. 叼理可证= K _ 2 .…， 
，、-.这就证明了 ；如果两个有限 J > el 群同构，则它们的 Sylow /> -子群 
同构（对于群的阶的每一个 f 因子 /0. 

现在设 f / 和 K 都是 abel 户 - 群，它们同构，则它们的阶相同.设 
它们的阶为 y , / >小据定理1,有 

H ■> Z ^ x Z ^ x K Z ( 19) 

K = Z x Z ■■ x -- x Z ■； , (20) 

p ] / j 〆 

其中 

务 ■ = 5 ;々 2 €…^ +办 2 十 ■■■ 十左 r = /， 


I d “ t .h G 和…十 / f 二 L 

用 H ， K 分别表示 （19), (20) 式中右端的直枳，于是有 H 兰 K ■首先 
我们想证明 r _ t • 

设是 H 中所有 p 阶元组成的集合，容易验证 是& 的子 
群，我们想定义有限域 Z P 与 fh 的纯量乘法^对于7 € e Hi , 


令 


— dcf _ 

?a — 川. 


( 21 ) 


如杲〗 ■ = J ， 则 /, 1 ( ，- - ;；k 从而 （； j )^ = ^)，即 M = #■ 因此 （21) 
式的确定义了？^与的纯量乘法.容易-驗试打！对于加法和纯量乘 
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法成为域上的一个线性空间.令 

e r = ( U ， ■“，0，1 “)，■■■ ,0) ， 

第，位 

I = 1，2,…， r , 在 H , 中任取一个元素 CJ 

a — ( a | j ^ r ) = ^ 1 ^ ! + ^ 2^2 + + a〆 " (22) 

由于 

0 - pa — pai^i + pa] 芑 2 十…十 

= { pa ] , pa 2 j " 3 p ^ r ) > (23) 


因此 // I t ，从而 a , = />' 1 /' ，对某个 6 6 Z ■于是 

a = b 、 p k 「 l €' 十 &2/^ 2 ] e 2 + …十 b r p k 「、 r ■ (24) 

显然 p ^~ ] e } 是 H 的 p 阶元，因此它属于 H^l < i < r , 客易验证， 
p k '_、'， p k 2 、 2 ，.,、/^-'_线性无关-因此它是域 Z + 上线性空间 
的一个基，从而 dirn ^ - r . 

同理可证， R 中所有户阶元组成的集合民是域 Z p 上线性空间， 



设/是 H 到 R 的同构映射.由于同构映射把阶元映成 A 阶元， 
因此/诱导了群 Hi 到 K , 的同构映射/, ■客易看出， / i 保持纯量乘 
法. 因此乃 是域 Z p 上线性空间到 K ! 的同构映射■从而 dimH , = 

dimKj . 即 r = r . 

其次我们想证明夂 /,，/ =丨，2,… t r . 用反证法+假如々 [ = 

h ， … ，匕 h ，匕关其中1 < “ < r . 不妨设\ 令 

h 2 — l/>Vbe h \, k 2 — S/vIr e Kl . 

显然异 2 < H y K 2 < R ， 容易看出 

只 2 二 （} x " x 0 x p 、 7^U •”乂 户、 Z ,， （ 25) 


K 2 = 0 x … x 0 x x 


x /Az/「, 


(26) 


其中 


琴 ■ ■ 



§7 有陧 abd 群的结构 


p k " r L . ! p ""0 I ^ e 7 U； \ . (27) 

容易看出 _./ v 是 7 V / 的子群，从而它也是循环群，因此它同构于 
7， r ，其中 r 于是!从（25)，（26)式得出 ， H 2 是至多 r ! t 个 p 的 

方幂阶循坏群的直积 ， K Z 是 r w + I 个々的方幂阶循钚群的直积. 

群到 K 的同构映射/诱导了 H 2 到匕的一个映射 

^ = / A /(/3： K 容易看出 T /」 是群到 K 2 的同构 映射. 因此^ 
K : ， 运用上面对 H r R 证得的结果（从 H 兰 R 得出 r = / ) 得，心 2 的 

直积表达式中循坧群的个数 g 与 K 2 的直积表达式中循环群的个数， 
- ^ f 1相等，但是 q<.r - u < r - u + 1，矛盾丄因此怂 =/ r J < 
i :‘ r r 

综上述得下面的定理3: 

定理 3 两个冇限 abd 群同构当且仅当它们的初等因子 相同. 

*1 

I 

I 

定砰3表明，初等因子足有限 abel 群组成的集合在同构关系下 
的完全不变量. 

定理 2 和定理 3 把冇限 abcl 群的结构完全搞清楚 7' 

例1 决定 2 CK ) 阶 abd 群的互不冋构的 类型了 
解 200 - 2 - s x 5 z . 由于3的分拆有：3 = 3,3 - 2 + l f 3 = I + 
1 I I ;2的分拆有：2 - 2,2 = 1 + 1，因此200阶 abel 群的初等因子有 

下述 6种可能 情形： 

； 2\5 ; [ , ；2\5 f 5[ , i 2,2 : ,5 2 [ , 

；2,2%5,5! r ；2 T 2,2,5 2 i , 12,2,2,5,5!, 

从而200阶 ahe 〗 群有6种互不冋构的类型，它们的代表分别 M 

Z/ x /、..， 7 ^： X Z, x Z, . Z 2 x 7^2 x Z 2 ^ . 

Z 2 X 7 。： x Z 5 X Z 5 , z 2 X Z 2 X Z 2 x z 5 ., 

a Z 」 乂 Z 2 x Z 5 X 7^ , 
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其屮 z 2 .' X 这是循环群 ■ 

例 2 设 （；t Z 5 X Z us X Z%, 求 C; 的初等因子 t 
解 ( ； = Z, x Z ]5 x Z 36 

= Z 5 x (Z^ x ZO x (Z 4 x Z^) 

T /,^ x Z 3 x ，- x Zg x T 

因此的初等因子是 

i 2^3,3%5,5 i . 

初等因子为 

(/ > ，/ > ，…， /0 

的 abei P - 群，称为初等 abel p - 群 （elememary abelian p - group) . 

对于有限生成的 abel 群的结构有下述结果： 

定理 4 设 G 是有限生成的 abel 鮮，则 

G ^ Z , x … x Z , x … x Z … x … x Z * x (28) 

1 - 1 

其中是两两不同的素数，在匕 2 < … 在 “ L ， 2, 

■ x Z x --- x Z. 我们把 （28) 式中出现的有限循环群的 

、 -- * 

^个 

阶组成的有重集合 

丨泞 _ ， … ，々 '… ，心， … ，户:'丨 

称为 G 的初等 因子； 把 （ 28) 式中出现的 f 称为 G 的秩 （rankl 

定理 5 两个有限生成的 abel 群同构当且仅当它们有相同的初 

等因于和相同的秩. 

如果一个群同构于 t ，则 G 称为秧； 的自由 ahel 群 (free 

group ) r 显然 * 自由 abel 群中没有有限阶元- 
例3 证明 ：实救 乘法群 R * 的有限生成的非平凡子群同构于 
或者同构于或者同构于乙 x Z 、 其中/是某个正整数 I 
证明 设 u 6 tt H 是" I 阶元素，则，：1，当川为奇数时，广 
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1 在 K 中只有一个轳 ： = 1 ;当川为偶数 时，， 1在 K 中恰有 
两个解 ：_r : 1或 -]. 肉此 TT 中有限阶元素只有1和 - 〗，其中 -J 

是2阶元，由定理4即得结论」 .」 

习题 1.7 

】.决定12阶 nbe 〖群的 互不同 构的类增， 

2. 决定108阶 abel 群的互不同构的炎:邓， 

3. 决定360阶 abel 群的互不同枸的 类型， 

4. 决定144阶 abel 群的互不同构的类增 . 

5. 决定 216 阶 abel 群的互不同沟的类增 . 

&求下列群的初等因孓： 

(1) Z in x x Zoo ； 

( 2 ) x Z42 ^ 

(3) Z(> x Zj 4 ^ Z[ n x Z|f,. 

*7+ 设 G 是 100 阶 abel 群- 

(1) ii £ 明 G 必含有 10 阶元； 

(2) g 的初等因子 m 怎样才能使 （； 不含阶大于 10 的儿素？ 
^8. 证明：如 果有限 a kl 群的阶没冇平方因子 ， 则它必 为循环群. 

证明： 一个吐 d P -群如果恰好含冇 p - I 个 户阶元，则它 - 
定是循邱群， 

* 10. 设 V 是域 Z 2 1:的 n 维线件空间，决定 V 的加法群的结构, 

写出它的初等闶 r , 它足+是初等-群？ 

Ml . 设 V 是域上的"维线性空问 ，/ 素数1 V 的加法群是不 

圮初等广 - 群？ 
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我们已知知道，由-个元素牛成的群足循孙群.无限循环群都冋 
构于整数加群冇限 w 阶循环群都同构于 Z „. 从5 4的例]知道， 
对一切正整数 m 是 Z 的同态像1于是由_个元素生成的群都足 

Z 的同态像.这表 明：只 要抓住 Z , 就可刻両所冇的由一个元素生成的 
群 . ft 然要问：抓住仆么样的群，才 能刻岡 所有的多个元素生成的群？ 
让我们先来分析 Z 的特征2的生成元1具有如下 性质： 对一切 
非零整数 W ， 都有 Ml 矣0,即生成兀1只适合平凡 的关系 的0倍 
等于 tL 

一般地，设 X 是群 G 的一个生成元集，如果 X 的元素只适合平 

* * ■ 

凡的关系，即，对于 仟意〜 …，心 G X ，如果 X ;尹 V . , j ( 1 5： / < 

/ ) ，并 R ?/!丨，，" 2，…，？)~ 全4、为0 T 则 

(l) 

则称 X 是群 G 的 个 自由生成元集 （free set of generators ). 

定义 1 如果群 G 冇一个自由生成元集，则称 G 是自由群 （free 
group ) , 

例如， Z 是自由群.因为 Z 有一个自由生成元素 U 丨，所以 Z 是由 
一个元素牛成的0由群. 

如何构造由多个 儿素牛 成的自由群？ 

设 X 是一 t 非空集合，称 X 是一个宁母表.现在我们来构造由 
x 生成的6由群. 

® ：C \ T ^ 2 * '*' > r /； ^ X , / w ： G Z ， 1 4 A ，则 

./;| 々… (2) 

称为一个宇 （wnrdl 

-个字…，; ^称为 既约的 （ rechKid )， 如果 a 异,1< 
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》< K 汴 IL 听冇 I ，彳) ，1 < k 我们把^ 1 也称为既约宁 - 

每一个竽邡能按照下述规则化简成既约字 ：如果 相邻的两个字 
以相同，则可合并1成一个字 母的方 ¥，将指数的和作为 指数； 零次 
V 宵略不写 . 例如，设 X = : / t 3 1 ,2丨，则 

- 5 T -2 -I 1 

^ = r . r " v n v ■_/ j：zy 

= j 2 ：/) 』、 (> ( v _ k r _2 ^ y ~ 1 - 

我们在下面的定理1将 证明： 每一个字能化简成--巧既约字. 

既约字 Z 给出了一个没有任何符号的字 （bi j 吿略不 W ), 
我们称它 为空字 （empty word ). 

两个字相乘就是在第-个字 U 面接着写第二个字. 

字付表 X 形成的所有既约字组成的集合记成 FGY ). 在 F ( X ) 
屮规定乘法运算如下：设 , w 2 e _ f ( x ). 则％与 we 的乘枳就是 
在 m 后面接着 ？./ 化.然后把它化简成既约宁，例如.设^ = 

r 1 zy 1 , uj 2 - : 义 -7 )，则 

-， -] 17 2 1 7 

TX' \Ti ： y= x ~ zy vz j: y - i zz .r >■ 

。 7 S 

--.r ^jc y = -广 V 」 

我们把 - LC f - 化简成的既约字记成 ^'2 - 

结合律成立，这是因为 （ U 1 ! w 2 ) 与 w i ( ™ 2 xt _ 2 ) 是同 一个字 
it ， l 用两种+同方式化简成的既约字^ 1 1 w 2 % ■ 

空字 足申位 元素. 

既约宁 .4: 的逆是 A ' …， r / 1 .'，。' ，它也是既约宁. 
闪此从字母表 X 形成的所有既约字组成的集合 F ( X ) 成为个 
财，容易看山， X 足群 F ( X ) 的一个自由生成 元集. 因此 F ( x ) 足自 
由群，称它是由 X 生成的自由群 （free group generated by X ) . 

定理 1 每一个字能化简成唯一的既约字- 
证明 设由非空集合 X 形成的所有既约字组成的集合为 □， 吋 
于 G A ' 用下述才式可定义 D 的一个置换1 : 
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/ \ H - \ t ^ 1 \ 

。 [ ' V 、 1= ^ JTTT ， V € il . ( 3 ) 

因为 W 是既 约字， 因此由（3> 式定义的 L 是 D 到自身的双射，从而 
~是 D 的一个置换.对亍任意一个字 



(4) 


规定 







⑸ 


令 

H = 1 | ^ ^ /7 i , (6) 

则容易看出， H 对于置换的乘法成为一个群，并且如果一个字 w 化 
简成既约字则~ =心，」 

设同一个字 W 用两种不同的方式化简成既约字加！ ， U ^， 则据上 


迷结果 f 有〜 I 由于 fTu . 把空字映成，化、把空字映成 

I 2 L 1 

XJU 2 因此 以，1 = W :]. □ 

由一个元素生成的 e 由群是无限循环群.由甲个或 PI ¥±芩 
率生成 的率申 -- 定是- 字孕爭 （因 力假如它是 ab _ el 群'，^‘▲羌 
A , o 有錶丰 ji 的又系二 f )， 并且它的每个非单位元 

都是早 . 

iai — 个非空集合 x 与 y 之间冇一个双射 t 则它可诱导自由 


群 K ( X ) 到 F(Y) 的一个 N 构：把 F(X) 的既约字 对 

应于 F ( Y ) 的既约字■我们用 F , 代表 
由，，个元素生成的自由群. 

为了说明由 X 牛_成的 D 由群 F ( x ) 处于像 Z 这种地位，我们先 
来证明一个 结论： 

定理2 设 X 是一个非空集合， G 是一个群.则 X 到 G 的每一 
个映射/都能唯-地扩充成自由群 F ( X ) 到 G 的一个同态，如图1 
- S 所示. 

证明定义 FU ) 到 G 的-个对应法则它把每-个既约字 
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G 


图1 


一 F ( X ) 

f 




s 


- i ' ^ 1: 对应乡 ！ J G 的一个元尜 

[/( a )]' [儿 r 2 ) r :-■{/(々）]'■ 

显然 0 是映射，容秘看出， 0 保持运算.因此 0 是 [ rf ] 态， 

唯一性，假如还有 F ( X ) 到 G 的 个同态 P 也是由/扩允而得 
到的，则 Mr ) n ' x .、 =小 （』m x , 从而对于每一个既约字 

甲 [. r 、 1 - r 2 = … ) = [ <p (:<■ 1 ) n f j : ) r 」 … l 〆 - r 々）] 、 

二 01'' .d 

因此沪 = 6. 

定理3 设 X 是群 G 的一个生成元集，则 G 是自由群 F ( X ) 的 
-个 同态像.从而 G 间构于3由群 F ( X ) 的一个商群. 

证明在定理2中取/足 X 到 G 的恒等映射，即 / U ) = r , V x 
e X . 则据定理2得、/能唯一地扩充成 F ( X ) 到 G 的一个同态0.现 
在来证0是满射.因为 （； 二〈 X )，所以 （7 屮毎一个 儿素呵 表示成 

々 … (7) 

K 屮 a ;.，.… ，1 ，...._ r tjr . iL 所有的义十 o , 丁.是 （7) 式是由卞以 
人入形成的一个既约字，它属于 F ( X ). V 然有 

9)( r j'' 1 ：''" V ) - /(-n)j"-l /( /(^；)]" 
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= r 1 jV … .r 、 ⑻ 

丄 ^ r 

因此 0 是满射.从而 0 是满 同态. 这表明 G ^ F ( X ) 的一个同态憚. 
从 ffTj G 同构丁 F(X) 的一个商群. U 

定埋 3 表明，任何-个群都是某一个自由群的同态像.因此只要 
把握住了所冇自由群，就吋刻阃所有的群. 

定理3指出，设； f 是群 G 的一个生成元集，则 G 是自由群 F ( X ) 
的一个同态像，用 N 表示这个同态^的核，则 

F ( x)/N = G . 

设 K 是 F ( X ) 的一个子集 ，如果 尺生成的正规子群是 N (即，包含 K 
的所有正规子群的交是 N ), 则只里的宇怡好决定了 F ( X ) 里的哪些 
字在同态0下映成了 G 的单位元，我们称尺 是 G 的 一组定义关系 （a 

st：t of defining relations ). 

例如，队的一个生成元集是 X = U ， H + 可以证明 U ' P ， 
Ur )” 是^的-组 定义关系.证明 如下： 

设 M 是 F ( X ) 中由丨 〆 ， Ur ) 2 丨生成的正规子群.用」 V 表示 
从 F ( X ) 到 D " 的同态0的核.我们要证 M 二 JSL 从定理3 的证明过 
程看到 =〆 = f ：,^( r 2 ) = r 2 二 e (人 m 、 2 、 二 ( a ) 1 = e t 

因此[/,^，（灯） 2 ]^〜.从而 MSN . 于是据 §4 的第二同构定理 

得， 

(F(X)/M)/(N/M)^= F(X)/N (9) 

又由于 F(X)/N ^ 认，因此 | F ( X )/ M|>|lU - 2« + 


显然 K(X)/M - 〈 tWV^nVf 〉. 并且它们满足 


{^M) n = 

a Tl M = 

: M ， (rAO 2 ■: 

M, {azM) 2 = M, 

或者等价地 

(^M)" 二 

=M ， 

(tM) 2 - M t 

(ra)M = ^ (10) 


从（川）式得出， F(X)/M 中每一个无素属于下述集合： 

； M^M ，…， / 一 1 JW ， r.V7 , 虹 M ， … ，广 1 t 」Vf L 
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认而 F ( X)/M .■: :: 2" ,综上迷得， F ( X)/M | = 2 "i 从 （9) 式得， 

I : = 1，即 N : 因此： 〆 ， r 2 , Ur)M 是 D , 的一组定义关 

系. □ 

定义2 设 X 是一 tH 卩空柒合，/^ J & fl 由群 F ( X ) 的--个非空 
广-集.用/ V 衣小 K 生成的 [ K 规子群（即， FCX ) 屮包含尺的所有止规 
广群 的交），则商 nt 称为是由生成元集 X 和定义关系集 K 

决定的群.如果群 G 同构十 F ( X )/ W , 则 X . R 称力 G 的-个表现 
( pr ⑼ maium ), i 己作 G = ; X | R 1■，特别地，如果 X ..= ，…丄并 

[ i 尺二，…，叫丨，那么我们称 G 是有限表现的 （finitely 
presentod ) , h 2 作 

(; = "I ，…，， ' I ■U -；! ， I ■ ( II ) 

例如， 

/,= Lr -i ； 二 U I ， !■; 

J )^ \ r ,y x fl ， y '(^ y ) 2 : ； 

Q = v 1 1 4 ， y 2 ， j ： v,r_v~ 1 \ ; 

Z x Z = r , y ^：yj 1 >■ 1 i ; 

表规丨 卜 ■，■，'.. I . r^' r r / 1 r ~ 1 ,1 ^ i ^ ，z 丨 决定了 -个秩”的 
广1 由 nbel 群- 

同一个群可以有许多4、同的 表现. 例如 

^ ' j ! = I iU U 2 Vryr 一丄夕 ■ K 


z , 的第二种表现描述 r Z 6 的另-种形式： Z : X 

用牛成 元和定义关系表现群的理论称为组合群论 
((Combinatorial Group Theory). 近几年，组 ☆ 群论被 ) tj 来构造公钥松 
朽系统（参看 M. Anshcl t Constructing puplic key cryptosystems via 
combinatorial group theory, (Cryptography - Research Digcsi 862 t Vol. 
I ( Mov . 15,1999)). 

如米群 G 足仃限志现的，并几它心一个形如 （11) 式的々现，其 
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中 




^ 的一个生成元集，则也叮以把 G 记作 



e , 




( 12 ) 


其中％二 ， T …，⑴ f = f 是十_成元了卜…以、的一组关系.习惯上，把 
(12) 式也叫做 G 的一个表现 （ presentation ) , 

例如， Z w 二 <TI wT 二0>; 

厂人 = .- I ,r 2 = /, (err) 2 = f) x 

Q : (ij\i A - 1 ， / 2 厂 2 = l,ijij~ [ = 1) - 
现在我们利用群的表现这一概念来介绍辫群，它首先由 Aritm 
于1947年提出1辫群在数学物理，低維拓朴，组合群论和表示论中起 
着重要作用.近几年，辩群彼用来构造公钥密码系统和密钥交换协议 
(参看 K . H . KO.SJ . LeeJ . H.Chetm J , W . Han , J . S . K ? ing,and i \ 
Park,New public - key cryptosystem using hraid groupsiCK Yr I O 
2000 >Leaure Notes in Cnmputer Science 1 880 ^ed. M ： Bella re, 
Springer - VerlagC 2000 ),166 183)- 



给了两个水平平面，在顶面有三个点，它们分別在底面有正投 
影.把顶面的三个点与它们在底面的正投髿的三个点分别用三根绳 
子连接起来，如图〗 -9 所示，这三根绳子必须不相交，并且每一根純 
子与这两个平面之间的每一个水平面恰好相交一次，这样的三根純 
子称为一个3 - 辫子 （ braid ), 其中3称为 辫指数 （braid 

给了两个3 -辨子心它们可以做乘法：就是把&放在 



/〜 下面得到的辨 子， 如图 i - 1() 所示 
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3根鉛直的绳子组成的辫子称为平凡的辫子，用 f 表示，一个辫 
子的本质是它的绳予彼此缠缇的方式，因此平凡的辫子 e 在上述乘 
法中起着单位元素的作用，如图 1-11 所示，其中6是图 1-9 申 
所函. 



he 


围丨11 



mi m-m 


辦千 b 在关于戚面的镜面反射下的像给出了一个辨子，记作 
h L . 注意 & h - [ 实质上是平凡的辩子，如图1 12所示，在中，绳 

子 B / r 在最前面、绳子 A / T 扯直以后在中间，绳子 CC / 扯直以后在 
最后面，因此砧_ 1 实质上是平凡的辨子，读者不妨动手试一试, 



从袖 1 实质上是平凡辫子的议论中看到，我们把一个辫子与经 
过扯直以后得到的辫子看成实质上是同一个辫子+精确地说，我们在 
所有3〜辫于组成的集合中，定义一个二元关系~心自1仅当 
/ ；1 能经过连续变形变成在变形中，绳子必须位于两个水乎平面 

之间，它们的端点应当保持固定，并且它们不允许相交1容易看出， 
〜 是一个等价关系.利用辫子的乘法可以定义等价类的乘法： 

“土 忑. 03) 

容易看出， U 3) 式与等价类的代表的选择无关，因此它的确是等价 
类的运算.容易验证，所有等价类组成的集合在这个乘法运算下成为 
一个群，称它为3 -辫群 （braid group ) ，记作 IV 
今后我们把5简单地记成办 ■ 

图1 - H ) 所示的两个3 -，辫子~，6 2 称为初等辫子（士 Tnemary 
braids ) ，我们来求心 i 和 [ 办 2 t 如图1 - 13所示： 

从图1 - n 看出 

= ( 14 ) 
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女同志编辫子，用三股头复、两股两股地编_从这不难看出：丨心 I ， 
h z \ 是3 - 辫群〜 的一个生成元集， （14) 式是生成元的一组 

关系.因此有一个表现： 

= ( J )'、 h 2 ' {，»、二 （⑸ 

容易看出，仏是无限非交换群. 

以上讨论对于"条绳子的辫子也成立，从而得到"辨群，记作 
"- _群的初等辫子有 "- 1个：如图1 14所示 ■ 

I i J+I n 



…人 H 丨是 " 辫群氏的一个生成元集 ，氏 的一个表现是 





h /}/}, - h f b ; b ， 当 ■ / _ J , = 1， 
b r b f — b f h i ^ I i - j 1 "- S ? 2 


(⑹ 


H fl 是无限非交换群- 

在队的构遗中，包括了一对水平平面，碩面的三个点和它们在成面 
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的正投影的三个点.用1,2,3分别表示顶面的三个点以及它们在底面的 
正投影.沿着一个辫子的三条绳子滑动，产生一个3元置换，例如，从~ 
产生（12)，从~产生(23)，从图1 -9 的辫子 A 产生（1_32)■容易看出.用这 
祌方法构造的从 B 3 到 S 3 的映射0是满射 T 并且0保持运算（这时置换的 
乘法 虹要 求先做左边的^后做右边的 r ) ■因此0是 B 3 到 S 3 的一个满 
同态.注意0决不会是单射，因为屯是无限群.而士是有 限群. 

习题1_8 

1. 把下列由字呀表 x = U ,>，^ 形成的字化简成既 约字： 

⑴ ％ 二 . r - iyvw ， 1 : -2 ; 

⑵叫 2 = z 2 y~^jr 2 J ： " 2 yr^z 5 z' ; 

(3) u _， 3 :: ^ 2 _ vr 4 1 z 4 y 2 、\ r ' 

2, XV 卜 z ^2 7 加3 同第 L 题，求 uT ZSJ 2 T 1^ T \ 叫 3 t 

-3. 证明 

(L ) 、％ 三 \a 2 f b 4 X^b)^\ ； 

( 2 ) s 4 = 似 0 4 1』 

* 4. 证明： A 4 = j«,6 |a 2 1 & 3 ,(a/?) 3 L 

* 5,在 3 -辫群氏中，求 M ，其中心是初等辫子(见§ 8 的 
1^] 1 — 1 0) r 

*6 .在3-辫群 B 3 中，分别写出产生的 S 3 中的置换- 
*7. 找出玛 中的两个不冏的辫子^它们都产生置换 （ B 2). 

* 8.在4 -辫群月 4 中，求心心和^^1，其中 ^I - ^3都是初等辫子（见 

§«的图1 - 14) .从所画的图看，~心相等吗？ 

*9. 设 G 和 G 是两个群 ■■ A 称为--个字，其中每个， V 属于无 

夂片 G 0 G ' (即，把 G 的儿素芍心的元索看成不同的元素形成的并集， 
注意即使 G G ，在求尤交并 G CU / 时,也谣要把前一个集奇 G 与后 



•个 集介 （； 的元泰荇成+同的 儿素） _ 称一个 肀见 既约的如累 r , '-j . i ,.! 
^{fM 个群甲 :（i ■■ i < ")， 汁 -Ri 不足 (K 的申 _ fvV 」 c ( n : /'•• 
d . Ttf 证每一个卞能化的成唯一的既约字（类似十本_「/定埋1的证法 ）. 
网个既约字7^与相乘就圮在 Tt _ t Cr 面接 fnj u 」， 然后把它化简成既 
约7 .听冇既约卞连问空 宁组 成的柒合付丁 f :述乘法成一个群，称它片 
C > (i 的自由积 (free pirduct ) T 记作 (i ^ . 

矸明兰厂^其中厂：代表由 2 个儿 桌生成的自山群. 
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§1环的类型和性质，理想 

我们已知知道，环 R 是定义了加法、乘法两个代数运算的非空集 
食，并旦尺对于加法成一个 afad 群， R 的乘法满足结合律，以及乘法对加 
法的左、右分配律， 

如果环的乘法还适合交换律，则称 K 为交换环. 

如果环有一个元素 e 具有 性质： 

ae = ea = a ^ \f a ^ ( 1 ) 

则称 e 是尺的单位 元素; 此时称 R 是有单位元的环，只的单位元素是唯 
-的.通常把单位元记成 1. 

在有单位元的 环只中 ，对于元素^，如果 K 中有元素心，使得 

必二 fta = i ， （2) 

则祢 u 是可逆元或单位，称 Hu 的逆元，〃的逆元是唯一的，记成〃 ' 
环 S 中的元素 u 称为一个左(或右 } 零因子 (left ( right ) acrc > divisor ). 
如果 i ? 中有元素 6 乒0,使得以= 0( 或 h = 0) ■左零因子和右零因子 
都简称为零因子0是平凡的零 因子； 其余的零因子称为非平凡的零因 
子、如果环 r 没有非平凡的零因子，则称 k 是无零因子环. 

有单位元 1(^ 0) 的尤零因子的交换环称为整环 （commumtive 
ck^nmin). 

环尺称为除环 (division ring ) 或体，如果的所有非零元组成的集合 
IV 对亍乘法成一个群（也就是说, K 是一个有萆位元1(， 0) 的环，并 JL 
R 的铒 一个 非岑记都蚵逆夂 
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文换除环你力域 (field)H 如果 F -1、有单位儿 1(/0) 的殳挽 

坏 J1ML 它的埒一个非孓元都4逆，则称 F 是-个域 t 

我们巳妗知道的 A - 体的环冇：整数环 z , 域 F h 的〃级全矩 〆 「环 
M „( F) T ii F L 的一元多项式坏 Mr 、 域 F 上的^元多项式环 h 。'， 

、厂2，*'，，"',」]，模 w 剩命奥环 Z ,,, 等. 

1843年，哈密顿 （ H 訓 Uton ) 发观 r 四元数 ( quau - mion ) : 

a hi \ rj + I ⑶ 

K : 中 uJy . v . d 为实数， U ， fc 满足 

i l = j 2 - Jt 2 - - K (4) 

ij - Ji k ， jk = — kj = i, 

ki 二 -ik = j ' (5) 

所冇四元数组成的集合用 ff 表示，规定 i / 的加法类似于复数的加法，乘 
汰类似于复数的乘法，则容易验证 h 成为一个除环，称它为四元数除环 
或四元数体 （quaternion field ) , II 是非交换的除环 ■ 

如果环 R 的一个非空子集^对于尺的加法和乘法也成为一个环， 
则称％是 R 的一个子环 （ subring) T 

容兄证明 ：环尺 的一个非空子集圪为一个子环的充分必要条件记， 
对于 R 的减法4乘法都封闭，即 

_ h ■ ■ 

a .b t R ] - h ^ R ], W € K ■ ， 

现在我们来#环的简单性质，设尺是一个环， 

ii ] T R 对于加法成为一个 abel 群，于是吋定义仟 -7 tM a 的“倍 

数、对于 " € Z - ,0 6 Z , 规定 

d^r 


r uf 

0“ ^=0 (右边的0 e R ), 

Ll.：f . 


)1:] [满足 
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na -h 7?ta — (n + r/i )a V " , € Z ， a R \ 


〃i (na) = ( mn)a , V n , w G 7^ €i R; 

7 i (a H- />) = nu 卜 h/j ， V ?/ & Z ， u y h G K. 


山于 K 的乘法运算满足结合律， ㈥ 此吋定义任-儿素 a 的正整数指 


数幂 :对于 n G //，规定 


并且满足 




a 


o^m 


7 - 



= a 


+ m 


^ n ^ fn G Z + , a ^ R\ 


(a ? y n = a tim y V n , ?n ^ Z + , a ^ R. 

环尺 既冇加法，又冇乘法，反映加法与乘法的相容关系的件质有 
(0 Oa 二 aO 二0, Va G /?，（这里的 I ) G R ); 

( ii ) a(- b) = 一 ah 人 -aV> = - o ^， 

{ - a)i_ b) 二 ab' V a ^ G K ； 

(m) { na)h = a{ ， ih) = n{ah 、 7 V a ,/j G 尺 ， "G 


ri ?N Jt ?ri 

( iv ) ( X 4)( So = 吨 ， W a ，， b ，6 R 

{ - I ; = 1 r I j = 1 

证明 （o 取心 e r ， 有 

ab = a{b + 0) ~- a /> ^ o . O ^ 

上式两边加」 :（ - a 6), 得 0 = a (>+ 同珂可证， Oa = 0. 

( ii ) 因为 

( a)h ab = 「 ( 一 a ) 十 = 06 = 0 , 


所以（- a)h 二 - ah ， 

同理可证一 （-W 从而 

(- a ) (- b ) = - [ a (~ h )] 

( iii ) U 7/, 则 


=-(- ci/j ) = ixb ‘ 


{ na)h U 卜 a + …十 u)h = ah + ah + + ob 

S_ _ _ — - ■ - -%•" 
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=^ ( ah ) : 

R 理 LlF. ■ tv ( "/0 rt {ab) r 

[(— n)a Jj ~ [n{— a)]h - n (— u ) h \ = v ( - a/)) 

= (- n )( nh ); 

N 理可 i 」 K ， uL (- ?，）々」■ ( _ ")( W ). 

{{)o ) h = 0^ = 0, a({)b) t 』 0 二 （k 

0( ah ) = 0 t 

因此 a (0 h ) - 0(^/;). 

( iv ) 由 / r 、 fi 分屺律立即得到. I 」 

如果尺足交换环，则二项式定理成立-即 

1*1 

( M “Y :■ Y (V — V ' 

fi -[> 

设 /( . r { ^ € F [ n … t 如果 

o 二 （r [“ ，二，…“、■ ) G P 

使得 J ( r { “」,，■■■〜）= 0，则称 a 是 /( n ，… ，)、) 的一个零点(沈⑴ 
poim ). /(〜，&，…的所有零点组成的集合称为 P f 的…个超曲面 
( hyyersurW ' C ). 或仿射超曲面（通 ne hyptmirface ) ， 记作 V(/)i 特别地 
二2时 . V ( /) 称为平面曲线 (plane curve ) ，或曲线，或仿射曲线 M = 3时， 
V (/) 称为曲面( sarfac ' e ) . 

f ，[ u 2 ，…中的-组多项式丨 / iUvp , …， A ): 的爷 
集称为 的一个 代数族 （^gcbraic variety ) , 或莕仿射代数族 (affine 
♦ehraic vari (' iy ) . id 作 \’（ | /: . ) f 我们也称 V ( 彳—人： ） ， 足甶；厂 ■ 定乂的 ■ 

数7:的一个重耍分义 - 代 数几何 （咖 ehraic ^ eomeu - y ) 的上要研 

究对象就足代数簇.研究代数簇的关键想法是什么？让我们来看下叫的 
例子， 

在儿何空间屮逮、>:一个貞角坐标系 Ow ■设 

/, (_r 、'■，： ）一 〆 [ v 2 — 1， /^(^ ^> : j - ) - ^ ■ 

^ i !| /, ^ /」的公：点柒足 . k),v 平面 上的肀 位 [Ml r ■凶此 r 是一 1、代数 
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簇■这甩我们是把〔’苕成圆拄面/十 y - 丨0 ^允汐平面^ 0的 

5 iM ] l 是 C 也可以苕成足单位球向夕4-夕 +^-1=0 勻乂 1平向的 
殳； r 还叶以#成是阑柱向 •/ + y - i : () 与中.位球面.^ 一_ 
1 = () 的夂； 等等.这促使我们考虑其零点集包 f? c; 的所有多项式组成的 
集合： .■ 

f = i./'(^ L & tt[-w，= ] '/(c、“'2 “ 、） 心 0 ， 

V (r_ 〆■〆_') G CL 

环 ru_ ， .n ] 的这个子集 / 有什么性质?显然， / 对于多项式的减法封闭 t 
即 

f(jr ， y,z) f_ I ,^(:r,y,z) €: I =^\f(jr ， y ， z、- g(^' ,y,z) G / - 
此外， / 还#“吸收性”.即 

j {.r , y , z) G I ， h (』■ ， y ， z) € R[ ^ y , z _ 
f(jr y y , z) h (.r , y , z) G 

因此 7 是环 ,. y ^] 的具有"吸收性”的子环，称 Y 是理想子环，简 
称为理想. 

定义1 设尺是一个环，/是及的一个非空子集.如果/对于减 
法封闭，即 

a I , h ^ I a — b ^ I; 

并且 j 旯有“吸收性'即 

^ , r G J? =^ar € J ， ra € I ， 

则称 / 是 k 的一个理想 （ ided ) 或双边理想.如果 / 对于减法封闭，并 

iL 具冇“左（成右）吸收性 '即 

a ^ I ^ r R ra G I i. ar ^ / ) , 

则称 J 是 i ? 的-十左（或右）理想 （left (or right ) ideal ) . 

由于理想（或左理想，右理想） / 对减法封闭，因此 j 是只的加法 
群的于群. 

M 然 . i ⑴与 H 都是环丑的理想，称它们为平凡的 理想了 如杲环 
R 只有平凡的理想，则称 K 是单环 （simple ring ) , 
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— _ -^― ■_ - _ _ 

从1_.面的例广看到 ，汴 R ' 1 屮给了 -个代数簇 C , 就可以得到环 
的-个理想 I .反之，给 r 环 rl , ..•>■，=：]的-个理想那 
么 I 屮所有多项式的公共枣点集就是 K 3 的_■■个代数簇.由此看川 . 

mu P' F: M .」_y^j m j ¥^. 

' 理想_的1里_沿*^义诖匕‘)1^崽‘_至笑重要的肩 - 11在详‘本身， 
以及代数数论，代数组合论，编码，密码等领域都起着項耍泎爪 ■ 

在整数环 Z 中，一个整数 m 的所冇 倍数绀 成的集合 L 作 "/ Z _容 
易肴出. mm 的一个理想. 

在域 F I■.的一元多项式环 FLr] 中，一个多项式 fU 、 的 所有倍 
式组成的集合是 F: r ] 的-个理想- 

般地，设尺是一个有申位元的交換环^ €尺，把集合丨 ™ lr 

e R I 记作 Rci . 容易看出、 Ra 是尺的一个理想 ■ 

容品看山，如果丨/, ：； e ;;足环 r 的一族理想，则 nt 也是尺的 

1 J 

一个 理想. 

设 S 是环尺的一 个非々 :子集，环 K 的包含 s 的所有理想的交称 
为由 S 生成的理想 （ideal generated by S)，ld 作 （S ). 如果 S 二 _«]， 
〜，■■,& .，则称 （s ) 是有限生成的，并蛀把 （ s) u 成 U, ，■ ‘， 

邱 R 中由一个儿素 w 牛_成的理想称为主理想 （principal ideal)， 

■ •圓 •_ 

U 作（。 ）■ 

设尺 是有笮 位元的交换环■容易肴出火〃是由-个元素 a 生成的 
评想，因此於：是主理想.于是可把尺“ U ! 成 U ) ■恃别地，在整数环 Z 
屮 ，川 z 楚 i 理想.吋记成在屮 t -个多项式 ) 的所 

有倍式 m 成的集合是主理想，可记成（/(』））， 

注：设 W 是一个环（不一定有单位元，也不一定是交换坏），则一 

个元彖 ^ 生成的理想 U ) 为 

^1 

{a) = ■ 厂■“： w: + 壓 + V] .?-^_y, r 1 , r 2 , r, , y ( ^ R T 




m (: hi m 

设 K 是布单位元的交换环，&，“ 2 +…， \ 容易证明 

(6£| “/ 2，■■'〜）= f r 2 tJ ? 4 …4 r T 1 a J2 \ r : t ： R , 

^ = 1，2,---，?』；， （6) 
设 A , B 足环 K 的两个非空子集.规定 

ticf 

A .[ B ~ I u + 6 G A ,b ^ B ；； 


^ j^i I 

AH ] a I *i + +- a 人 k 〔 A , 心 r G B y i = I ，…，， ； ， "G Z l l ^ 

容易看出，如東 /j 是环 只的两 个理想.则 i + j , i j 也是坏 k 的 
埋想，分别称为 / 与 ./ 的和 ，积； 并乱有 

u ^, ] r \ j ^ I ^ j - (7) 

砰想的加法 ，乘法 f 求交都足理想的运算，容易证明它们满足以下的 
法 则：设 /，/，K 都是环 J? 的理想，则 

1 + J = J 十 J, (加法交换悚）； 

(/ + ；) + K = f ^ (J + K)， （加法结合律 ）； 

(/；)K = JUK)， （乘法结合律 ）； 

/(; + K ) - U + fK fl (左分配律）； 
u t KU 二 JI 十 K7,( 右分配律）」 

在整数环 Z 中，容易看出 


(?，）（"；）= 

■- \(k } n)U itn) ^ + ( k r ^ ) ( / f ?>i ) 

1 H d 


f e 7/ [ - (謂 ）； 

⑻ 

u)n (^) - 

([ N 」 ）； 

⑼ 

(")4 (” t ) = 

\kn + //n k ， i G Y:\ 




(10) 


干足 



(")1 (. fn ) = ( 1 ) - = Z - 


屮此受到; r ! 发，我们引出下面的概念： 

定义 2 ■& R 是有单位元的环， /J 是尺 的理想 i 如艰 i + J 
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/ V ,则称 / 」-jJ 互素 （ coprinie ) . 

命题 1 设-位元的环郞圮 K 的埋想，如果 J 和 
J 邢弓 K 匕素 ， 则 （/ 也5 K 互素， 

证明 由于 / 十 K = KJ 十 K 穴，闪此 G I.k, ^ K. 

h e j , e k ， 侦得 

Cl \- k ] - K b - k 2 ~ j 
I ' 面两个等式的 t 、 A 两边分别相乘.得 

uh - f - {ak ^ - I - h j h I = ^ 

\ i \ f K J ^： R 的理想 t 因此 ^ ^ i ^ ^ K . \JH uh & [/，闲此 

1 G IJ i K ■ 山干 // + K 也是 R 的理想，因此对十任意 r G R 

r r • 1 ㊀ 1/ r K ' 

Ufi R IJ ^ K ， 显然冇 fj i K = 尺 . W 此 

IJ ^ K ^ R . 

这证.明 r u h jK u \ m . ' - 

命题 2 设 R 记朽笮位元的夂换环 ./，J V - K 的评.想，则 

I 与 J 可桌 =--^U -~ I C \ J - 

证明 已经知逍二/ n j .闪此 h 嬰证 j n .〆、」 in 月为 j 

l j j 吓桌，所以存在 u ( i，K J , 使得 

a \ h - 1 ， 

仟収 ，i e j rw jn ，乘匕式两边.得 

■ r 。 —— rb - t ■ 

山十 K 足交换环，闵此.⑺ =⑴，. hk \ i \\ 

r a,r V fh t U ， 

r 玷 j n j 1 ■ 二 - /j-im 此 u -- I n j - 1 - 

据命题 2 得，在 /* 屮 " 句川九素厂>(")(川 ） = (")n ( w ) ， 
类似于整数环 Z , 在域 F 上的一元多项式冧 F [ r ] 中， 

( /■(■，■ ))( y (. r )) 二 （/ ( r ) y ('，））； 

(/ ■(■?)) ll U ⑺）=([/ (.r ) , ^(.7 ) 1) ； 
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(■/('，））+ (片 ( I ?.)) = (/(■ 〆 )，异 
./Tr ) 与 g{.x ) 互素^=今 (/(』■))与（只可―素. 

据命题2得 

/. U ) 与片 U ) 互素二>(/-“））（只 （- r )) _二 （ f (: r )) 0 (山 ））■ 

习题 1.2 

h 设 F 是一个域，令 

S \ aE {l \ a e F \ , 

ii £ 明 S 是时„(10的一个 子环； 并且求 S 的单位元. 

2* 证明有限整环一定是域. 

* 3■令 


证明 H 是一个除环 T 

4. 设 R 是权笮位元的环，证明尺的每一，个非平凡的珅想都不町 
能含有单位兀. 

5. 证明域 F 没有非平凡的现想- 

6. 设 尺是 -个有单位元的交換环， 证明： 如果况没有非平凡的 
理想，则 是一个域 t 

7. 设/是交换环/? - 个理想.令 

rad / = \ r & R \ r ft ^ I 对某一正整数; 7 L 
证明 rsdi 也是 R 的一个理想，称 null 是 J 的根 （ radical )」 

8. 环 允中 元素 ^ 称为 幕零元 （nilpotem element ) ，如果有…个正 
整数〜使得 V == 0.证 明： 如果"玷有单位元的邱 K 中的一个减零 
元•则〗_ U 可逆」 

g . 证明：在交换环灰中，所冇¥零元组成的集合造尺的… 个押- 
想，它足 （0) 的根，称力 K 的 幕零根 （ nilradk _ al ) t 


^ e c 
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- 10. ^ D 足一个除环， W 明 M h ( D ) 是单环. 

S 2 商环，环的同态，环的直和 

ts R 足一个环， J 足 R 的一个理想，则 J 是 R 的加法群的了-辟 . 
由于尺的加法群是 abel 群，闪此/是 TH 规/_群，从而有商群 J ?/ T , 它 
的儿素是/的陪 Sr +厂我们规定 

( r ] i / ) ( r 2 - I - / ) - r l 厂 2 十 J , ( 1 ) 

设。+ J = r [ 4 / , ^2 f ^ = -^2 f /，则 

-r\ + r^ (r I 7 - r; 1 r 2 € / ■ 

从 tft ]_ 

- r\r ' 2 + r ^ 2 = r f r 2 - ^ 1^2 

=C ^i - 十 r;(r 2 - r 2 ) 6 I ■ 

闶此 qr 2 4 / = '-;，；-+/■ 

这表明 （1) 式中定义的陪集的乘法是合理的. 

显然，陪集的乘法满足结合律，以及左、右分配律，因此成 
力个环，称 Wi ? 对于}的商环 （quotkilt ring ) ■商环 K /7 中的元素 
r +- I 称为模 f 的剩余类 （ residiK ? class ) , 

容易宥出，如果环 R 有节位儿 1 T 则商环 i ?/7 有单位儿1 1 /;如 
^ R 是交换环，则阎环 R / I 也是交换环. 

例如，在辖数环 Z 屮， /" Z 是 Z 的一个理想，因此心"■商环 ZA / iZ , 
它的儿素是陪集 A + mZi 由丁 

k 一 "'z = '-k + 7 ^/ ,i € ?n 、 

因此 Z/wZ = . 即 Z 对丁 的商环 ZA«Z 就足梭 M 剩余类邱 
Z m . 由于〃 i Z 二 （W 此商环 Z/"2 Z 也 n _] 以 1 j 成(川 ) - 後 P 、人 J 起 

数，则商环 z /(/0 是一个域，它就是模 P 剩余炎域 h 

孙尺到商环 w // 存一个 CJ 然的映射〜+ /「显然冇 
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7 r(r t 十 r^) ~ \ r 2 ) ^ I = ( r i 1 ) + ( r 2 + J) 

7 (。）+ tt( r 2 ), 

jt ( /-] r 2 ) = r] r 2 -h / = ( 卜 / ) ( r 2 + / ) r - 7： ( r x ) tt ( r 2 ), 

即映射： r 保持加法和乘法运算. 

定义 I 设 R 和応是两个杯，如果/?到有一个映則 J 具有 


性质：对于所有的 a Jj e R ，有 



c ( a 1 b) = 

(j(a) \ r 7 ( ^ ) t 

(2) 

a( ah ) -- ^ ( 

^ ) ^ ( ^) > 

⑶ 

^(1) - 1\ 


(4) 


则称 a 是环 R 到〆的一个同态映射或同态彳注：对于没有单位儿的 
环， +要求公式 （4'0. 

设 C7 是环 i ? 到尺 ’的•-个 N 杰，如果 c 适单射 （ 或满則 ） ，则称 CT 足 

环的单同态（或满同态）. 

定义2 设只 和応 是两个环，如果/?到^有一个双射 tr 满足 
公式 （2) 和 （3)( 即，保持加法和乘法运算），则称7是环况到〆的一 
个同构映射或同构，此时称环 R 是同构的，记作 R = 

设^是环 R 到V的一个同态.敁然 c 是 R 的加法群到V的加 

法群的-个同态，因此有 

J (0)=0 T CT (- a )=- fT (“） ■ (5) 

^作为加法群的同态的核称为环同态的核，仍记作 Ken 即 

Kertr : \a ^ R \^( a ) = i }' \ , (6) 

环同态 a 的序 Ker u 不仅是 J ? 的加法群的 f 1 群，而 9* 學弓、 i ? 了个學 
燊 理由如 下’:仟取 n G Kcra.r £ K , 冇 

(j(ra) ^ = O' 

因此〜 € Kertr . 同理町证 w 6 Kerr 所以 Kercr 是 K 的一个理想 ■ 
环同态 c 的像 Ima 不仅是 iT 的加法群的子群，而&是环 V 的 
一 个子环（因为 lirux 对于乘法也封闭）■如果环 尺，只 ’分别有单位元 
1 , r ， 则 r € im^r . 
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设 J 是坏尺到 V的--个同构，如果 U〆 分别有单位元\则 
M )) = : r . 理由如 F : 任取 ， g /^.由 f- T 是满射，因此存在 r G- 尺 
使得 Hr ) 二 ，，于是 

打 （\ ) 〆 ■二 c7 ( 1 ) o' { r ) c ( 1 - r ) : ^ ( r ) -- r\ 

冋理有 r ^ d ) = 闪此 mi ) 是 r 的单位元，从而 wo = 广 
我们在前刖巳指出，环/?剑商环尺//冇 -- 个 r ] 然的映削 tr — 
f 厂它保持加法和乘法运算.如果&右中位元1,则 r ( i ) = 1 ^ . 它 

娃 R/I 的牵位元，因此 t 是环 R 到商杯1?/7的一个 R 态，称它是自 
然环同态.山 f ^也足 JV 的加法群到尺 " 的加法群的自然同态，因此 
Ki rTr =厂这农明 H 然环冋态^的核等于理想厂 

从上 tfil 的 H 论知道、坏 R 到 V 的任同态 c 的核是只的一个埋 

■ ■ 

想； 坏只的悔-.个理竽/是 G 然环同态7的寧，这样我们对理想4环 
A 态的核之间的关 k k r 如指掌了. ' 

显然 ，环 i ? 到商环 K / i 的自然同态 r 是满同态，因此 \ ni 7 r = 
R / I . 这忐明商坏 R / I 记环 K 在自然环同态 r 下的 | ■反过来，坏 R 
的任一间态像 \ i _ 以对于同态核的商环之间冇什么关系？下面的定理 
N 答丫这一问题^ 

定理 1( 环同态基本定理丨设 j 是环 R 到 f 的一个 N 态，则同 
态像 Imo 冏构于商坏即 

R/K^va = hn^j. (7) 

证明山于 a &是环 K 的加法群到 JT 的加法群的一 个同态 、因 
此据群 N 态桩本定理得，商群 R 4 同构，它的 一个同 构映 

射足 

彡 ： r 十 Kcr^r 1 ~ — w ( r )」 （只） 

只 M 要 Ffltl : 0 保持乘法，仃取 q + Kerrx . r . + 6 K/Km 

^； [ ( r I + KertOG : 1 Kertr )」 ■■ < p ( r { r z + Ker^r ) 

- <j{r\ r 2 ) - ^ J i )^( r 2 ) - r t I Ker ^)^( r 2 ^ ). 
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因此 V 」是环只 / Ker ^到 Im ^的一个同构映射 。 从而环 ii / Kcrcs ■与 frn ^ 
同构 t [: ! 

类似于群的第一同构定理和第二同构定理，我们有荪的第一同 
构定理和第二同构 定理. 

定理 2( 第一 环同构定理）设 J ? 是一个环， J 是 K 的理想， H 是及 
的子环，则 j — h 是只 的子环 ， f n H 是 H 的理想 ，并且 有环 同构： 

H/I f \ H = 1 + H / J . ⑼ 

证明 由群的第一同构定理得 d H 是 K 的加法群的子群 ， J 
n H 是 H 的加法群的于群，并且有群同构： 

H/I f\ H~ I ^ H/I 7 

其中同构瞍射为 

^xh -f I n H 卜 ~ + ], ( 10 ) 

只需要再证丨+ h 对乘法封闭，/ n h 对子 h 的无素具有吸收性，以 
及0保持乘法运算. 

' 任取 + ^ 4 ' H t 有 

(a l + /? t )( 〜+ /? 2 ) 二(〜以十 a } h 2 + h } a 2 ) +■ ^ 1^2 ^ I ^ H- 

任取 ；2 e g 1 n 开，则 hu & i n h ■同理 ah e i r \ ^ 

任取 ^ i n n , h 2 + j n ^ e h " n 仏有 

^[( h , ^ / n + / n h)j - ip ( h x h 2 ^ j n h ) 

二 h 、 h 2 七 i 二 ih' + l)(h 2 + J) 

二： ip(h\ + I D H)^(h 2 I Ci H) - 

因此 J + f / 是 R 的子环 J n H 是 H 的理想彳是坏同构」 □ 

定理 3( 第二环同构定理） 设只是一个环 ， J J 都是 R 的理想， 
丑 I G J ， 则 j / f 是 R / I 的理想，并且有环同构： 

(R/I)/(J/I)^ R/J- (11) 

证明 由群的第二同构定理得 J /丨 是 R / J 的加法群的予群, 
并 I 有群同构： 
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(R/I)/(J/I)= R/j T 

其屮同构映射为 

0:(，. [ /) 十 J /卜 V — ，/. (12) 

只需要再证， /// 对于 1"J 的元素具有吸收性，以及 0 保持乘法运算 T 
任取厂 + i e in j ' j e1 ，有 

(r + /)(j -h 7) - r_/ ] / e j/1. 

同理 T 


o 十 DCr 十 /) £ J / I . 

任取 （ K/J )/ Ud ) 中两个元素 ：（ 厂] 十 /) ^ J / JA . r 2 \ I ) \ j / i ， 

^ ： ； (r ! 卜 J) + j/i ； ； (r 2 + /) + j/I \ 
r { + I )( r 2 十 /) 十 J / I ] 

=0 「 （ '■ [ 厂 ：+ J 1 = r | r 1 i = ( ^] +7)(^2 + J) 

4 [(，■[+/) J J （厂： 1 J ,, ] ， 

因此 J / I 是 R /7 的理想 J 是坏同构. 二: 

设 JH ， ….坎都是环，作 R lr k 2t - t R , 的加法胙的冇和仏 
㊉ 心 ㊀…㊉ 穴、，在这个直和中定义乘法如 下： 

( U i ， a : .…， fO ■ ( 6 I - ， …， ^ ) 


(u'bi ， a 2 h 2 , …，“/ O t (13) 

W 然这柞定义的乘法满足结合律.以及左、灰分配律，因此仏 CD 
㊉ …① 圪成％—个环，称它为环…，尺，的直和.它的岑元蒺 
足 UUh … ，0), 如果毎个环反冇单位元蒺 1,(/ = 则^ 

㊉ I 込 G … '3 R ., 心 〖丫 1 .位儿素（1丨 a 2 ，…， L ). 如果铒个环圪是交换 
环 G 二 I ，2,….、■). 则尺 〗 ①… ㊉ 坟 Oi 是交换环， 

令 R: 二 ](().■■■ ,0,^, ? 0 > - fc+ .0 ) | n £ f_ R, \ y 7 = I 客易 

验证： 

(1) K ； 是 R ] G i? 2 ①… G K 、 的一个理想 ， i 二 

(2) 0 /^e … Q _ R ; + 以卜■■十 
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(3) R ； n (XX) 二⑻ ，卜 

^ ^ r 

(4) R ： = i 1 ， 2，. W 

定理4 设 L ，…乂都是环 i ? 的理想，并 Jl 

K = h " 2 卜叫 (14) 

1 7 n (!] 厂）= (0),7 - 1，2,… (15) 

r 八 

则 （1) 钚 R 的每个元素可唯一表成形式 

^ + r: + …+ 七， ,r 7 G /,，卜 1 , 2 , ■■、 s ; 

(2) 有环同构： 

R L ㊉ ■^ ㊉ …®人， 

此时称环 K 是它的理想 J ;, i 2 ，…， L 的内直和 t 
证明 （1) 设只中元素「有两种 表法： 

r - i { + 十 ■■■ + = >，■ + 夕 2 + +.. 十 y、 ， Ur ^ 

则 

i 

j I -( 力 '。 ） 4 … + (x _ ') g ,i n (S M 匕⑻， 

j ~ 2 

因此 ■二 & .类似地可证， = - V 2，.“，，、= y 、- 
(2) 据第一章 S 3 的定理5,有群同构： 

> f 丄 + J /二 + ■■■ + /, ， 

其中同构映射为 

rj :了] + 」 r 2 1…+ A ■ -，… ，工、 广 

当 i J 时，有 

u】 ^ L n ij i ~-n (»,) = (o). 

p 」 

iil 此推出 

CF [ ( r t ^ j :十… + - r ') •(久 I — A 1 "■+：>■、）」 

=CX (厂 i_Vi 1 ■。: V 〕 — ”■ + 人 '■、） =_ (丨 I )『 L ， 「2)2 ，…，八 '') 
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— (j] 十 工 2 卜 ■■- l ，、)(）■] i v ； 卜 ■'■ ， v,) 

=C .r L + j 」 + -■■ + L /^)tr( V! + vn "" + y\ ) ■ 

因此 cJ 是环同构映射， ，： 

设 J 是坏 J ? 的一个理想，则 I ^ R 的加法群的 T 群.从而对于〜， 
b C R^ 

u 十 J 二 h + I ^—. 〉 a — b ^z l - 

定义 3 设 J 足环 R 的-个理想，对于 € 尺.如果 a - h e 
J ， 则称 w ，/，模 J 同余 （a is congrueni to b modulo I ) ，记作“二 b ( mod 

[)‘ 

转易肴出.如果 u 6 ( mod I ) ,r = J ( mod O ，则 

a -\- c ^ b d (mod J) , ( 16 ) 

ca = ch (mod J ) , (17) 

ca = db (mod / ), ( 18 ) 

显然，模丨問余具有反身性，对称性和传递性，因此它是 K 的一 
个等价关系.容易 看出以 确定的等价类《 〃 +从而尺对于模/ 

同余的商集就[商环 R / I - 

定理5 设 R 迈有单位元1(#0)的环，它的理想 

两两 立素，则 

R/h n h n … n a 兰尺//■ ㊉ r / j 2 ㊉ … ㊉ 只 "。(⑼ 

证明 令 

』 — _ + ( j + /1, .r / 2 ，.-、丄 + A )， 

则 

d ( .r 十 y) 

{ ( j + y ) t- / E , ( 7- + y ) + / 2 ,■■、（/ + )■)+/') 

((,r I /, 1 -l ( y 十！ 0 乂 J : 卜 /」） f ()■ + D ， … ，（ J ■ 十 O 
I ( v - i 、、） 
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=(L，_ 卜 /[ + i 2 ， … ，乂 - + O + (y 十 _/) ， V + f 2 ，- ry + Jj 

=c (』0 + d y) ， 
cr(,r_y) 

=(jy + 1 1 ， J：y — hr* m ^ry !■ I,) 

=((/ + f I )(y + L ) ， （ / + G) (iV 4 J 2 ),■■.,( r 十 h)(y + /,)) 

二 (t + /j ,,r + J 2 , …，」 3： + IJ(y + l^y + h ， …， ）■ "^ ■厂） 

= m < T ( y ) ， 

a ⑴ --(1 十 J 彳 ， 1 + J 2 ,“.，l + I 、）， 

因此 <7 是 jf K 到 K/L ® i ?/ j 2 ㊉ … ㊉ 只/人的一个同态. 
a 6 Ker<7 a{ ^ ) - (0 + [，(] + J 2 ，.”，0 + 夂） 

令=> g — I =: 0 + Ij，j 二 1 ， 2 ，…， s 

^=>a ^ I 广 j 二 ] ， 2 ，.“，■、 

G/inhn — n ^- 

因此 Kem = n / 2 n … n j s .据环同态基本定理得 

r/u n h n … n i ,=, im ^. 

下面來 i £ ^ 是满射.任取 

(A ■— /| , ^2 + h， …』、+ /,) ^ 尺 "1 ® R "2 ® .“ ㊉ 尺 "-s ， 

要 证存在 a G K , 使得 ^(^) = (h } h J {7 b 2 + J 2 ，...，6 T + J 丄即 

a 十 L = b , + i ” j 二 1 ， 2 ，…， j ， 

即 a ~ h } ^ 1 ^, j = i ，2,…” s 、 

即 a ^ b } { mod Ij) , j = l»2 ， — ， s ， 

由于 u 2 ，…， 〖/两两互素，因此据本章 § i 的命题〗得，对于每个^ 
G il ,2,-- ,. sl ，/， 与 L — U /. J , 万:素，从而 

Ij -f /!*■■ 1 ,1 / ( - K ■ (20) 

于是存在 d, ^ l,,e ; ^ h … U j , 丄 * 乂，使得 

名 — 。 ■ J ■ 


( 21 ) 
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山于 

(i 

} 

: " r - 0 

C 、因此 4 

- 0 (mod ( 丄从而由 （ 21 ) 式得 




— 1 

} 

( mod I 

•• 

(22) 

对于 

1 + 

h 由于 






V .， 

A 1 ^ + 1 

… /i n ' 

"n /广 

1 n I 】 n … n 厂 _:= 

I 、 

W 此 


^ 0 

(mod /,. ) , / = 

i …， _/ 

1 + l ，…，，、 ■ 

(23) 

令 



a = 

__ I 

* 

(24) 

m 



a ^.(mod / 

k L 

,)w - 

1 ,2 t …，〆 ■ 

(25) 


因此〃是满射.从向 

n h n … n r = k/l ㊉ r// 2 ㊉…㊉ 尺 //、. 「 

在上面证明 c 是满射时，也就证明 r 下述屮围剩佘 定珣： 

定理 6( 中国剰余定理）设 R 是冇单位元 1(# 0) 的环，它的理 
想 … 乂两两互素，则对于任总给定的 . 、个元素，仏 
G_ 尺.同余方程组 

j ： = b [ (mnd f \ ) 

.1 = (^liod I 2 ) 

< ^ 

I 

I 

Ur = h^imod /J 

在 R 内必 存解； 并且如果 a 是两个解，则 

0 = r (mod ■/ ] n h n … n 厂） ■ 

证明 在上向 _ 证明 ^ 是满射时，己证明了这个同余方稈组在尺 


内有解. 

.现在设都是解，则由模 

i , 同佘的对称性和传递性得 


a c (mod I . 

■)，. 

i = 1 T 2 ，…， a ， 

即 

a — c i 

J = 

l ， 2 + … j 、 

闪此 

a - c e h f ] 

h n 

… n 厂， 

从 Ifil 

a — c (mod I 

« n / 

2 n … n /、）■ 


我 imV 代韩信 点只 问题就是屮国剩余定理的-个特殊 M 况，冇 
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队十圬，：:二数余2,五五数余、七七数余四.问 ：这 队十兵有多 


少人/ 

在公钥密码学等领域中，常常要在模〜剩佘类环屮，氺-个 
元素《的平方根， K 中 m 是不同的奇点数这可以利用定 

理5求出来.我们通过下面的例子说明这一 方法。 

例 1 <iL Z 9i 中 ，求] 的+方根. 

解 〜 : £/(91)，由丁 7 x L 3， il 7 勺 】 3互素，囚此据本 


章 § 1 的命题 2, 得 




(91) : 

= (7)(13) 

= (7) n (i3). 


于是据定理 5, 得 




Z/(91) = Z/<7) ㊉ Z/(13 )， 

(26) 

其中 M 构映射为 




t /) : a + (91) 1 - +( u 

十 il、，u \ (13)). 

(27) 

丁是 




U + (91)” 1 

+ (91) 



十 ( 7 ) ， a 

1 (13))2 = 

= (1 f - (7),1 + (13)) 


^=>( a + (7)) : 

= 1 + (7) U.(a ^ (13)) 2 = 1 十 （ 13), 



山丁 Z/(7) ,Z/(13) 都是域，而任一域 F 上的一元多项式环 F [ jt ] 
屮，〃次多项式/(^)在 F 中至多有"个根（重根按重数计算），因此 
1在 Z /(7)， Z /(13) 中分别至多有两个根.显然1 + (7), - 1 + 
(7) 是 1 + (7) 的两个不间的平方根；1 + (13), 〜 1 + (13) 是 1 + (13) 


的两个不同的平方根 T 因此 

U + (91)) 2 = 1 十 (91) 

+ (7) = ±1 + (7 ) 且 n + (13) = ± 1 十 (13) 


或 



a ^ I (mnd 7) , ) a = \ 

或1 

a 1 (mod 13) ; \ a =~ 

= -1( mod 7 ) ，1 j a - 1 
=1 (mod 13); ^ U 1 


(mod 7) ， 

1( mod 13)； 
(mod 7) T 

(mod 13). 



圯解 F 列两个简单的间余方杩 组: 


I .r ~ 1 (mod 7 ) * 

、 r q 78 十 、 nk、k e- z ； 

■，=(_}( mod 1 _') ■ 

，=':() (mod 7 ) ， 

~ = i 4 卜 9 iu r /」■ 

i j ■二 1 ( mod 13). 


从 lfii 据 （ 24) 和 （ 25) 式得出 M 余方程组 

I ^ — [ (mod 7 ) , 

I 

, a — 1 (mod 13), 


的解为 

“ 1 x 78 i 1 x 14 + ■ 1+91/， I e ： Z . 

类似地，可得出上间的第二 、一 - 、四个同余方枵组的解依次为 
u = 1 x 78+(— 1) / 14 + 91 々 = 64 + 91 ^ ^ k Z ; 

^ = ( I ) x 78 + I x 14 h 91 ^ - 27 ^ 91 / > / 6 /; 

“ = (- 1) x 78 十 （ - 1) x 14 + C JU 二 - 1 + 9】/, / 6 

因此在 Z /(91) 屮，1的平方根恰好有4 个： 

1,64,27, __ 1 , 

其屮应= 27. 

推论7 设 R 是一个有单位元的环，它的理想 •…， 

互素，并 1 / t n /z n ■■- n l ⑺）， 则 

R = R/J, 0 F/h ㊉…㊀ 


习题 2.2 

1 .设 

i / a /3 \ I ■ 

R = - “ f . C /、 

\ \ - i 3 a ! I 

证明坏 K 与四元敦沐 li 同构- 


I 、两两 

LI 
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2+设 5 是坏 K 到到 f 的一个满同态.证 明： 

(1) 如果7是 R 的一个理想，则 41) 是的理想; 

(2) 如果广是 f 的一个理想，则 a ~ l ( r ) 是 R 的理想，且 Kera 

3. 韩信点兵 问题： “有一队士兵，三三数余2,五五数佘一 r 七七 
数余四.问 ： 这队士兵有多少人 r 

4* 在 Z /(35) 中，分别求 I 的平方根和¥的平方根. 

5,在 Z /(35) 中，5的平方根存在吗行的平方根存在吗？ 

* 6-设正整数” =< p r 2 2 mmm 其中 户 ！，/>2，…， A 是两两不同的 
素教，' >0 w =] ,2, 证明： 

z/( C 7vW)®z/(;^)cB^..ez /{>:』）， 

§ 3 素理想和极大理想，有限域的构造 

在整数环 /. 中，素数起着基本建筑块的作用.素数的特 征是： 

大于 i 的整数 P 是素数 
从 P 1^6可以推出 P 1^或 f I /?, 

(关于充分性成立的 理由： 用反证法，假如/> = 其中 / M > l ， p 2 

> 1，则 p \ p [ p 2 - 由所设:得 p i/M 或々1/?2,矛盾1 ) 

用理想的语言，上述结论可以写成 
大于1的整数 p 是素数 
从 w g (/0可以推出 a e (/0或6 e (； o . 

类似地，在域 f 上的一元多项式环，中，不可约多项式起着 
基本建筑块的作用，不可约多项式的特征是： 

次数大干0的多项式/ ) 是不可约多项式 
^=>从 p (. r ) ! / ( j ) g (. J ：) 可以推出 
p ( r )\ / O ) 或 p (. r ) | 片 （'O 
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㈡ hk t ) e ip (. i )) 可以推出 

./-(./.) e ( M ，）） 或 g (- r ) e ( p ( r )). 

山 t : 述受到幻发，我们抽象出下述 概念： 

定义1 设 W 是一个有单位元1(， 0) 的文换环 ，尸适 i ? 的一 
个押想 」.L p ，如果从 d g p 叫以推出《 e p 或6 e p ,则 p 
称为尺的一个素理想 （prime ideal ) - 

从上面的分析知道，在整数环 Z 巾， 

P 足素数 

<^( p ) 是 Z 的素理想. 

在域 F 上的一元多项式环 FLt ] 中， 

p (. r ) 是不吋约多项式 
OOU )) 是 FI . v ] 的素理想. 

从定义1立即得到，设 K 是一个有中_位元1(， 0) 的交换环，则 

((>) 是尺的-个素理想 
<^ R 是整环. 

定义2 15 R 是一 个有申 -位儿 1(^0) 的交换环，则 i ? 的所有素 

J 1 想组成的集分称为尺的谱 （ spectrum ) ，记作 Sp^'R , 

为了求 整数环 Z 的谱，我们 先证一个 结论： 

命题1 环 Z 的每一 个理想都是山- 个非负 整数生成的主理 

想 ■ 

证明 设/是 z 的一个理想，如果/ = (0), 则 J 足主理想■下 
阳设/ ★ ( 0 ). - 丁是存 在《 e / Jt ^异 () .如果“足负整数，则-« - 
(-[)a e 厂闪此 /必含有 iK 整数.在/里的正整数中取一个鉍小的 
数，设为 W ，我 们朿证 / - ("』）.任取66厂作带余 除法： 

h = q^i + r m 0 ： ^ v r < m ■ 

于是 r b - — G /, 假如 /■ >0,则 b 川的取法矛盾，因此 r ' 0, 
U[J h qm ( 〃， ） ■因此 f (⑴） * 从而 J 「 （"』）■ I — 
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由命题1和前面的结论立即得到整数环 Z 的谱为 

spvcz - Ko)i u Kp)\p 为素数 I ■ (n 

类似于命题1 的址明 方法，可以证明下述的命题2: 

命题2 域 F 上一儿多项式环 Fh ] 的毎一个埋想都是书埋想. 
其中非 （0) 的主理想可以由首项系数为1的多项式生成了 

如果域 F 上每一个一元多项式在 F 中都有根，则 F 称为一个代 
数封闭域 （algchraidlly closed field ) . M 然如果 F 是一个代数封闭域， 
则 F [ r ] 中的每一个不町约多项式都是一次多项式，于是由命题2 
和前向的结论可得出： 

如果 F 是一个代数封闭域，则环 F [^ J 的谱为 

SpecF[.r ] = = i (0) 1 U U / _ a ) 丨 a 云 F 1 ■ (2) 

定理 3 设 K 是有单位元 1(^0) 的交换环，则的理想 P 为 
素理想当且仅当商环 R / P 为一个整环. 

证明 显然商环 R/P 是有单位元1 + P 的交换砰. 

R 的理想 P 为素理想 了 
爹尺 a 从 m g 尸可推出以 G p 或6 G 尸 
e p 且从 ㉛ 十 p - 二 p 口丁推出 a + p = p 或心十尸=尸 
I \ P P 且从 （a + P)(h + F ) = F 可推出 a + P 
= 尸或 A + F=P 

<^^1 + P 乒 P 且 R / i 没有非平凡的零因子 
<^ R / I 为一个整环。 □ 

定理4 设尺和 w 都是有单位元的交换环，且1 # o , r # o ■如 

果环 K 到 f 有一个满同态 ( J , 则 

(1) 的所有理想组成的集合 y 勻 K 的包含 Kem 的所有评想 

组成的集合 S 之间冇一个--对应； 

(2) 对于 J ? 的包含 Ker <? 的理想 J ， 有 

R/I = R '/< y ( I ); 

(3) SiwcJT 与 R 的 包含 Kew 的所有素理想组成的集合士之间 
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有一个一一对 H 

证明 容易验 n 如 果广是 y 的-个理想的 
▲ 个理想， If . ^ W ) ] Kcrt 如果/是尺的 ■ 」个评想，则^(/)足 
t 的个砰想. 

⑴令 y —— -s 

v '—- ^ [ ( r ). 

岫然4 K 到 s 的-，个映射_ 

可以证明4是满射，为此任取/ e s ， 则 ail ) e 想证 
小 uuy ) r 山于 小 u ( j )、 二 r )), 因此只要证 

^*(^(/)) = I ^ 

任取/; 6 a iuc/DjiucMe ^(/广于是存在 r € / ,使得 ju ) = 
jO)i 从而 rr (6 - t -) = 0.因此6 - 〔 G Kcm ^ j - 干是 6 e / ■因此 
t 7 _ 1 ( a ( /)) J ，反之 T a 取 d € /，则 ^( d ) G (7(1) ，从而 d & 

穴。（_0)-从而 a [ uu )) = r 

4 以证明 0 是单射，设 \\ y 是 v 的两个理想，如果 〆 广）二 
必（，）.即 a \ r ) -- 。-、 [ r )， 则对于任意 / e /、存在《 e 
c ； 】（厂），使得 ^( a ) = a \ 由于 J 1 ( ^ )= 〆 ](/)， 因此 u G 
。 Vj ，）， 从而 ^( a ) e 即 〆 € 广闪此 /-£ r . 同理， l 厂从 
ifij /" / '这表明 $ 足单射. 

(2) 设 J 是 i ? 的包含 Kera 的一个理想，由于 c 是坏 N 到 i ? 的 
一个满同态，因此 

R /Ker^r = R . C 3 ) 

把汀限制到 J 上，則 d J 是坪7到^〔 J ) 的一个满同态.由于 Kcra L 
J , 因此 Ker ( fj \ l ) Kercr .从而有 

// KerrT = a{ I ) . ( 4 ) 

据第二菸同构定理，得 

R /1 = ( K /Kerff )/' { / / Ker ^ ) . 


⑸ 
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从⑶、⑷、 （5) 式得 


R/l = K / fril ). ( 6 ) 

(3) 设 P 是 IT 的一个 理想- 记 P = a ~ l ( l y ). n 尸且有 

0(^(/ j )) - - p . 

又有 〆 二 a ~ ] { P f ) = 由于/是单射，因此 

a { P ) = P \ 

从定理 3 和（6> 式得 

K 为的一个素理想 
为整环 

^^ R / P 为整坏 

为 R 的一个素理想. 

因此0在 SpecJ ?^ 上的限制是 SpecK ^ 到 K 的包含 Kera 的所有素理 
想组成的集合的一个双射. □ 

推论5 设 R 是一个环，/ 是丑 的一个理想，则 

(1) 商环的所有理想组成的集合 SU ? 的包含/的所有理 
想组成的集合 S 之间有一个——对应； 

(2) 商环 R / I 的所有理想组成的集合亨为 

S ' :丨 K / J | K 是 R 的理想，且 K 2 JL (7) 

证明 环尺 到商环 R / f 有一个自然满同态? r , 且 Ker/r =厂 

( 1 ) 据定理4知道， tK / f — TT - 1 ( K //) 是 S 到 S 的一个双射- 

(2) 仟取 K/I G _ S ' 则 0( K //)= 7 r J ( K //)€ id K 」 
jt ■ ( K /7 )，j 云 G S . 从向有 

< p (7 r ( K )) = 7 T (.7 z ( K )) -- K ^ 

即 0( K //)= K ■又由上述知 中、 K / i ) 二 7 T -_( i </ i )= 元，由于 p 是 
中射，因此 K/l = K / I ■从而 K = K € S ， 这表明 K / n 禹于 （7) 式 
冇边的集合.从而 Y 包含于 （7) 式右边的集合 1 

反之，设 K 足 K 的珣想，且 K J / , 由干； r ( K ) 是尺/7的理想, 
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因此 K/l = k(K ) e s ' 从而 （7) 忒右边的 S 合包含于 s ' 

综上所述得出 （7) 式成立 ， 即商环 R / I 的所有理想组成的集合 
为 

' K / I \ K 是尺的理想，且 K ^ / i - 1 

设 R 朵有单位元 H #0) 的交换环，从定理3知道，尺的素理想 
P 使得商环 R / T 为整环 . 6然要问 ： R 的仆么样的珂想 f 使得 K " 为 
一个域。从习题 2.1 的第5题和第6题，以及推论5得出： 

R / I 为一个域 

㈡ R / I 没有非平凡的理想， H . 1 + / ^ / 

^^ R / I 的理想只有（彳 )）（ 即 J / J ) 和 R //, 且 J 乒尺 
^=> R 中包含 J 的理想只有/和 K，H 7尹 R , 

山此引出卜述概念 I 

定义3 iS R 是一个环， M 是丑的 - 个理想，并且 M ， R . 如 
^ R 中包含 M 的坪想只有 M 和 N ， 则 M 称为环 K 的一个极大理想 

(maximyl ideal ). 

从上囱的分析立即得出下述结论： 

定理6 设 K 是-个有单位兀 1( 竽 0) 的交换环，则 K 的理想 
M 为极大理想当 H . 仅当商环 R / M 为一 个域< n _ 

例如，在域 F 上的 一 X 多项艾环 F[.r :屮■如果 p ( j ) 是个 f $ 

多项从，则（ 〆 7 & F[.r J 的一个毕;5：孕枣-押由 如下： 

设 F [ 、?、 ] 的-.个理想_/ 2 ( /> ( / )) .山命题2得，_/ (/( r ))- 于 
是 （/ U ) ] (/ 心 y)i 而 p (. r ) ^ (/(. r )). 因此 /(. r ) 1 〆 _r ) _ 山 
此推出、 /(』') 二 d 厂或/ ( J ) = ( 〆 「 ） ，K 中 r e K * ，从而 y = 
( c ) = F : r _] 或 / 二 ( cp (. x )) = (/>(. r )) ■因此（/ >( r )) 足 FLr ] 的 

一 个极大理想. 

反之，如果 M 足的■■个极大理想，则 M 是由一个不可约 

1■■晷 ■ * * ■ * * 

多项忒生成的理學、设 M 二 u(d ), 假如约，则二 
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U (. r )\ 目 .（ aCt)) ， M 是极大理想矛盾 ， ） 

类似地 T ^ Z 中 T 」 W 是 Z 的〜个 极大理想当 IU 义当 VT 是由个 
素数生成的理想. 

据定义3,如果 F 是一个域，则（()）是 F 的极大理想；反之，-个 
有单位元 1(^0) 的夂换环 K , 如果 （0) 是 R 的极大理想，则只记 

个域. 

由于域一定足整环，但是整环不一定是域，因此在有单位元 
1(^0) 的夂换环 R 中，极大理想 M -定是素理想，彳 U 圮素理想 P 不 

' ▲ “系数一元多项弍杯 Z [- r ] 中 T 考虑 u ) ，商界 

/■[T 1/(.7) 的每一个元素形如 

^ 0 + « ! r 4 - ■ \- CL ， 〆 十〔上- ) : ■ + ( 』 ） ， 

令+ (_ 厂） T 显然0是环 Z 到 ZU ，]/ U ) 的一个同构映射 t 

因此 Z = Z 【. r ]/ U ). 由于 Z 是整环'，但不是域，因此 ZU 1 /U ) 是整 
钚，但不是域.从而（ I )是 Z \ x ] 的一个素理想 T 但它不是极大理想- 
设和 R 都是在 笮位 元的交换环， H 厂 > O ' , i 古0 ■如果环尺 
到 f 有-个单冋态 l 则 R 可以嵌人到此时称 t 4看成是 R 的 
一个扩环 （extension nng ) ,并 II 可以把“与 〆 《)等同 . 恃別地，如果 
有一 个子环尺！勻有相同的单位儿，则称 V 是心 的一个扩环- 
利用定理6可以从小的有限域出发构造大的有限域 ■ 

定理7 设 P ； 是含 y 个元素的有限域，其中7 = />、户为索数. 
如果 7" (: r ) a n + ai^c +■…+ a〆 是 F fl [ x ] 的《次不可约多项式- 
则 & U ]/( mO )) 是含^个元素的有限域， 并巨它 的每一个元素 
吋以唯一地表示成 

h 十 （:0 卜 ”■ + | ^ ?Z_ 1 T (8) 

其中 Q G F v ，(）< / < n , U 二 il ㈠ ™ ( JT ) ) ， M 满足 

f2 q + ^ I u + ■ ■■ + a^u' 1 = tk (9) 
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证明 由干〃 〆 ，）是匕[^」的不对约多项式，因此 （ w (. r )) 是 

&:」■]的 -- 个极人埋想.据定埋 （] 得， F, ; U J / (川 O )) 是一 1、域」 

F t( [ j |/(^( r )) 屮每一个儿素形如 /_ U ) + ( m (. r ))- 作带氽除 法： 

f { .r ) - h ( .r ) /" 〔 .r ) 十 r { .i ) , d(.^r ( j ) < deg "i ( 」 ）■ 

1: 足 4 以 t 3 r(.A ) ^ ^ c [. i 1 r … I r Tj . { . r 7i …从而 

/(. r ) 十(川 (j >) = t 、, 1 c 1 』.+ …丄 q ]■〆 1 —(〃/(」)>， 


(10) 

少 Ml 每一个陪集 /{、，）+ (•川 （ 7 )) 表小成 （10) 式的衣示方式唯一（假 
如 /■(,!•) 十 { {./■)) -ff 两种表示方式 ： r Lr ) + ( "U ) 和 r ^( j -) ^ 

("j (，r )) ,其屮 deg ，（/) < "， degr [(，） < "，则 r ( r ) -- /、（乂 ） G 
(/" ( .r )) 」从 Iflj r (. r ) - = 1) ■即 /■( / ) q (乂 ）） .由 T ( At '” 

o .：；： / < ? i ，因此每个 c 心 g 种选取方 A ，从而厂,_卩（，）/( ^ (-^ )) ! 


V - 

令 h 二丨（川 (.r )) ，由于匕到匕 （』）/("』 U )) 有一个单同态 
(T : f ( "U ) ,因此吋以把 U 上 j W H ( "Z ( / )) 等同，从而有 


i ：]) 十 c | ./ t …十。.卜/’^十 i m H ) 

--二 _ c [} + ^ C [ \ + — 

4 [ c f{ j 4 - ( w (jt ))][』' + ( m ( - J j ) ) ] Tr 1 

= O 〕 十 w t ，，■ 十 (ID 


因此 

^ )) = ：■ ^0 ^ (.■"+”■ + q-L 1 

c 乂 F \ ? 0 ? < ”丨， 02) 

炎似于 （ l ] ) 式的推导过程 "j 得山 

a i - a ] u t …十 a ? i u T, --- 十 ; …卜 ■十 、 fn ( r )) 


= (〃心 n . 

㈨ 此在商环屮.〜彳 f … + a / = 0. □ 

注 d 〗1 职域 F 的元素个数 a —定足一个素数户的方幂，其 屮广是 
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域 K 的特征，证明可参看丘维卢编茗的 {高等 代数（下册）》（高教社 
1 Q % 年出版）第206 - 208 M . 

例1 构造含125个元素的冇 限域了 

解 125 = 5' 在 Z 5 U ] 中找一个3次不 n 〖约多项式■令 mU ) 

=/ + j 十1.直接计算知道， Z 5 中， 1),1 ，2,3,4都不是 mU ) 的根， 
乂由于 deg//i ( r ) - 3^因此 m ( J ： ) 是不可约多项式^从此 
Z 5 [ s ]/( jc ^ 十1 + 1) 是含5 3 个元索的有限域-令《 = x + ( x 3 + r 

卜 1), 则 

Z^[ jt]/( ^ + i m ■+- 1) = \c^ + c^u + c 2 w 2 1 e： ; ^ Z 5 ，『- = 0 1 1,2i , 

其中 w 满足反 3 十 "+ 1 = 0 ，即 w 3 = 4 w 十 4, 

定理 8 在有单位元 1( 声 0) 的坏只中必存在极大理想 ■ 

证明 令5= 是尺的理想，且■显然 （()） € S , 因 

此 S 为非空集按照集合的包含关系成为一个偏序集，即 A 有一 
个二元关系它具有反身性，反对称性（若/ 2 且 I ,则 h 
-二 f 2 ), 和传递性. 

任取 s 的一条链 t :: \ i & e s\a e j \ ，其中 j 是指标集 T 即对 
于 T 中任意两个元素/。与0,必有或者■令 z ■= U /,- 

容易证明 A 是反的一个理想，且1弓 A ， 因此 A e S ■由于忍 GA ， 
v fl ^ 因此 A 是了的一个上界，根据 Zorn 引理（如果一个偏序集 
S 的每一条链都有上界，则 S 有一个 k 大元素）得， S 有一个极大元 
素于是 M 是及的一个理想，且1 e M ， 从而 i ?. 据极大元 
素的定义，任取 H e S ,从 M g H 可推出 M - H ■因此」 VT 是 R 的 
—个极大理想. □ 


习题 2-3 


1 . 证明本节命题2:域 F 上 -- 元多项式环的每一个理想都 
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是牛.理想， K 屮非 （()） 的土理想可以山首项系数为1的多项 式牛成 . 

2. S R 足有 f - 位兄 1(/0) 的交换环，仏是尺的一个子坏.外 
M . Rj s j K 冇相冋的单位兀，设 P 是 K 的-1、素理想，证明厂(1& 
足-心的一个素评想. 

* 3,求 SpecZ /(30) - 

4. 设 F ■是一个域 ，证明 ：如果 p ( iT ) 是 F : r ] 的不可约多项式， 
则 F [^ V ( p (^)) S -个域」 

5 ,设 F 足_个域，1£明：如柬 /( j ) 罡 FU ] 的可约多项式，则 
F[.r ]/{./( r )) %- 作平 凡的零因子」 

6. 构造含 4 个儿素的冇限域/号出它的加法运算灰和乘法运算 

M ■ 

7. 构造含9个元桌的有 限域. 

8. 构造含8个元素的打限域. 

— 9 .设/? 2 Z f 证明 （4) 是尺的-个极 大理想 ，但是 K /(4) 不是 

域. 

dcf 

K 1(), 设 K 是有申-位儿 〆 卞 0) 的环，令"^^ ::叫 I " G /二 

(1) i 止明… 足 K 的一个户环， ULz /(”『） 兰 H : 中 /" 足某_ 
个非负 整数： 我们把川叫 做环况 的特征. 

(2) 如果只是整环，则尺的特征为 U 或者为一个素数. 

* 11.设 R 是-个冇单位元 1( 浐 0) 的夂换环，证明尺的所有素理 
想的交等于 R 的¥零根 rad (0). 

^ 12. 设止整数” =«“■，/〈、其中 P 、， 是两两的 
杀数… > 0,1 < . < S ■证明 z /( n ) 的幂零根为 

… zO ,( « 广 

§ 4 代数数域和 Galois 环的构造 

L ■节我们介绍了从冇限域乓出发， 构造丨 元有限域的 
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方法， er 先在 r 7 L-r I 屮找一个^次+吋约多项式然后作商环 
F tj[ , rl /(^( / )) ，它就是 f 元有限域，它的每一个兀素可唯一地表 
示成 

+ (，■" + 〜 + c ti -i U 71 1 , r z ^ , 0 < 7- ， ( 1 ) 

其巾 w r + (;"(』)），它满足 mU ) = a 
这种方法也适用于任总个域 F . 

例如，设 F 为实数域 R ， 在 RU ] 屮取-个2次不吋约 多项式 
m ( r ) = x 2 ^ 1 ; 作商环 R ^ i ]/( 2 十 1 ) ，则它是域，并 11. 

R[.r]/(.r 2 + 1) - \ a + bu\a ,h 6 R ; . (2) 

其中 w = r 十 （ / + 1 ) ，它满足 w 2 十1 = 0,即 w 2 二_ 1 ■令 

(7 : R[_r 1/( , 1 ) — ^ C 

a + bu | — ■，a + bf — ■ 

容易验证是一个 环同构 ，因此域 KU]/(.y + 1) 与复数域 C 同构- 
顺便看钊，虽然在 k 中不#在 ■/ Ud 是在域 R [ r]/(P + 1) 中，有 
^ = - 1，从而 w = f i (这电我们把- ■ 1与 -] 十+ 1) 等同广 
H [ ^ ] 中的不可约多次式只有1次多项式和判別式小于0的2次 
多项式 t 不难看出，在 K [ i ] 中取任意一个2次不可约多项式 p(a ), 
得到的域 R [, t ]/( p ( x )) 都与复数域 c 同构■于是我们转而考虑从 
有理数域 Q 出发，固为 Q [^\ 屮有任意次数的不可约多项 At 所以 1] 丁 
以从 Q 出发构造出-大批域- 

在 Q [ r j 屮取一个，：次不町约多项式 M (7 )，便得到一个域 
QU ]/ U , U )) 为了看出它同构于什么样的域，我们现在介绍从 Q 
出发构造域的另 - 种方法 。 

定义1设 R 是冇单位元 丨 （乒 0) 的夂换环， f 是尺的一个扩 
环， R 矿是交 换环任 意取定《 € K ， 我们把中包含 i ? 和》的所 
冇环的交称为"在友上生成的子环，或尺添加《得到的子环，记作 

i ^]. 
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祚易汕明 

R " ] = : 十 … w …— a tJ u r: :^ . ^ R 、0 (■ i < a H ?i ^ N ;, 

⑶ 

U : 屮叫 f "〗" + ■■■ + u 〆 ' 称为" 在 K 上的一个多项式 t 
现在取 R U 二 C . 仟总取定一个复数〜令 

a : Q 、 H — ^ qL / ] 

/(」）= a r r '' — ^ a t r ' ./ CO - (4) 

i - (' . - ■!■ 

容姑验证义足外 Qk ] 到 Q : H 的一个满问态，认而 

QUpKer ^ Qr ：, (5) 

/( ; ) f - Kcr ^,<~~> 厂（ f ) ■-() 

^-> J (,.^ ) 以 / 为 -1、 ■^根 t 

丁是 

Kcr ^, : / x ^) e q [^ : I fU ) 以 t 为一 根：- 

这々明 Qh 」 屮以/为一个 a 根的所冇多项式组成的集合足一个理 
想.由于 Ql r 1 m n .个理想是主理想，因此 Kcra ,. 」 （0) 或 Ker = 

(/ >( / )) ■在 c 一怙形，叶以取到 〆 h 是亨 平早譽 的多项式 ， a 
m n 足.以/为-个货裉的所存作零客项低的多项式，称 

•a * 一 ♦ 

/>(，')是 / 在0上的极小多项式 （ininiiiial polynomial ) . 姑然，/"(」）_ 
定记 Q :. r ] 中的小 "『约 多项式-从叫 /^.j )) Ixl -个域」据（5) 

/>( r) + a ? . ]〆■ … + … + u I 丨 "<■. ^, G Q r 0 : ^：： / < "， 

则从 pit ) - 0 得，/-- = -… 〆 ■」-■■■-"" - “ o . 凶此 

q| / :■= 丨 ('u I 「 j ， I … ~f (、■[ 〆 」 — 1 U ■ 6 Q ， 0 (■ / < ":- 
[\\ t 1 p (.^.^ +口1 约，因此 Q . i ] 中每一个儿素去示成〜 +[" + ■■■ + 
〜 w 1 的表法唯一. 

的而通过 / i .: Qh ] 中先找一 1、不4约多项式 （ r ), 然): f 作商 
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环 Uur 」/ UU ) 得到一个域 1 设 f 的■个复根，则 QLr ] 
i'ij Q [ r ] 的满同态 a 的核等于 （" U 广 ㈥ 此 Q 、'」/( W U ，）） > 
Ql f ]. 这表明作商环 Q [- r ]/( wU )) 得到域的方法与 Q 添加/得到 
域 QU : 的方法在本质上是一致的. 

定义2 如果一个复数 f 是 Q [. r ] 屮某个非零多项式的根，则， 
称为一 - 个代数数 (algebraic number ) ;否则 w 称为 一 '个超越数 
(transcendent h! number) . 

定义3 如果一个复数 a 是某个首项系数为〗的整系数多项式 

♦ V 4 PV ■*■■ 

的根，则 a 称为一个代数整数 （algebraic integer ) . 

从前面的分析知逍，如果 f 是一个代数数，则存在一个以/为根 
的次数最低的首项系数为1的多项式 pU ), 它一定是 QU ] 中的不 
可约多项式，并且0[1]/(/ ? (1))三0[/]1于是0[/]是一个域.这表 
明有理数域 Q 添加一个代数数 f 得到的子环 Q [ f ] 是一个域 , Q [ d 称 
为一个代数数域 （algebraic number field ) T 此时把 Q [ ^ ] 也记成 Q ( f ) ■ 
例如 ，〆 r ) 二 i 2 + ^ + i 是 Q [ r ] 中的不可约多项式，它的一对 

共轭虚根是 w = ~ L ' ⑴ 2 - r .因此 w 是一个代数数 ■ 

从而 qM 是-个代数数域 t 

我们知道，复数域中 f 对于给定的正整数 t 所有》次单位根组 
成的集合对于乘法成为一个循环群 . 这个循环群的一个生成元称 

2w 

为-个本原？〗次单位根 （primitive n tb root of unity ) ■例如 t - e . 11 
足一个本原 „ 次单位根 . Q 添加-个本原"次单位根 L 得到的域 
Q [ ] 称为第 W 个分園域 (cydoromic field )， 也记成 Q ( ^) ■ 

例如 二 足 3 次单位根 1 于是 Q[w] (或写成 Q(d) 
是第 3 个分阙域」 

现作我们把 L 面从小的域出发构造大的域的方法推广到冇单位 
儿1(， 0) 的交换环上.从小的环构造出一批大的环 。 以下都假设尺 
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U 有 E T *. 位元1 ( # 0 ) 的交换邱. 

苘先耑要有杯 R I •.的一元多项式坏 R :_ r 夂关 丁-环 W 丨.一兀多 
项式的定义^数域 Kh 儿 多项式的定义 样，这 里就不写出广关 
于数域 K 上-儿多项式的定义可参肴氐维声编著的《尚等代数（下 
册） M 卨教社〗9%年出版）第2 U {. 环 R 上所有一元多项式组成的集 
合汜作只：」」.在 Mr ] 中规定加法和乘法两种运算（与数域 K 上 
儿务项式环 K _ j ] 中加法和乘法 1 的定义一 '样） ，从向_ J ? j _ r 丨成为有申- 
位 JC 1(^ 0) 的交换环，称它为环 R 上的一元多项式环. 


设 V 是尺的 

个扩环 ， U f 是交换环.任怠取定/ 

e r 、 令 


- ► R \_ t ) 


j { JC 、 

二 —±ayi 跡 

r - Jl . n 

⑹ 

科 U 验 i£~ 是环 Hk] 到 ^Lt] 的一个满同态，并 H 


r7, ( J 

) 1 . ^ ) = a , \f a R : 

(7) 

从巾 

R[jc]/K ero,-- 尺、], 

⑻ 

荇易肴出 Kerc7 r H 

R = i()i ，并 II 



Kerj , = \/( . r ) R . L ^ ] I /( ) 以 f 为一个根 1 - 


如果 Ker … （0)， 则对每一个非零多项式 / U ) 都冇 fU ) 关0, 
此时称/ 在 K 卜是超越的 （ rranscen 〔 ] ( ntal over R ) ，或裔称/是尺 I _的 

超越元了 

如果 Ker 〜 t ( Oh 则在 R \^] 中存在 /■(』，）# (), 使得 ,/(0 
(1>此时称/ 在尺 h 是代数的 （ algehrait : over K ) ，或养称 f 是 R I :的代 

数元. 

反之，给 r r ： x ] 一个理想 ia ± I n r = : oi ，则冇片 u 」 到 
R [^ r ]/ I 的 Q 然满同态 T ， 丨 1. KiTTT = Ktt { r , R 上的限制 mb 
■— M t r 山于/ n 尺=⑴：，因此 K I 尺是中-射，从 Ifij ；r /?足环 K 到 
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r [ x ]/ i 的单同态、于是吋以把看成是尺的一个扩环，把《 
^ a + J 等 H 「令 w 二 - ，+ I > W\ 

i ? Li ]//= I ^ n ^ “ i u + … + a „ w 叫 a r € R , 0 4 ? r f » 、 

w 

即 R [ j ]/1 = 尺 h ]」 这样我们从环 i ? 出发构造出了环尺 [ i]/r 
现在取尺= Z 4 ，在 Z 4 ； jt ] 中取一个多项式 fLr ): 

■/(■r) _ jt 3 + 2 j : 2 + ./■ f 3, 

把 JU ) 的毎一项的系数模 2( 即 （）—(M 0 l ，2 i 便得到 

/^. r ] 屮的-■个多项式 /(_ r ) - + x f I ■容易看出 JU ) 是 7 J H 

中的+可约多项式，且首项系数为1，此时我们称 _/( i ) 在心[1]中是 
基本不可约的 （ basic irreduc 彳 hie). 作商环 AL r ] / (/( 上）），令 w ./■ + 
(、/(^))，则在4^]/(、/卜））中，有 

f(u) — u" 5 十 2w) + 以 ■[ 3 = 0 ， 

即 〆 = 2 u 2 + 3" + ] ■从而 

z 4 l-r j/(/(a')) =- i «o + a s u. + a 2 ^t 2 \ a, (z / < 4 ，0 C i 2 f , 

容鉍看出 ， Z 4 [』]_/ (/ U )) 中的每一个儿素表成⑷〕十 〜 W + M " 2 的 

表法唯一-于是 | Z 4 : i ]/(/ U )) |=4' 乙 4 :了]/(/(1))可肴成是？： 4 

的扩环. _ 

一般地，设 p 是一个素数，「是-个 TH 整数 了在环 上的一元多 

项式环 z y U ] 中，一个首项系数为1的多项式/( I )，如杲把它的系 

数模户以&得到的多项式 7(7) 在 Z p UJ 屮不可约，则称 /( r ) 在 

Z ;/ [.rj 屮是 基本不 可约的 『 

设 /(_ r ) 是 ] 中的 "/ 次基本不可约多项式，则商环 
Z ^[. r \/( j (. r )) S 含有 （/ y )" [ 个元素的有限环，称它为-个 （: alois 

环 ，记作 或 GR((p r ) 7, )^Z R ( T 它口 I 看成是 的 

扩环， 

h 面求出的商环 [ 丁 ]/(_/( O ) 就是一个 Galois ^ t 【 d 作 
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(况 （4. 3)，或 GR (4 n -) ■或 R 4 ，. 

< h 7^ r ~_ j ：] 屮找一个 w 次基本不可约多项式/(^ ) 的好处 在于： 

j - 4 丨丨 ■丨 ■丨 d 

此叫一 //面 7、 二上 : /(/ U )) 是 W ” 个儿素的病限环.另一方曲 

是岔，个儿素的有限域，它们之间会冇联竽. 

(；; ilois 坏在1924年被 Kmll 研究过 .在 丨％6年和 J 96 y 年分别山 
Janusz 和 Raghavendran 独立地黾新发现.自从1994年 Hammons 等人 
的文章 “The /, 4 - linearity of Kerdock , Preparatfi T ( jeothals , and rrlaU i J 
codes " 发表以来 f i :的线性码成了编码理论研 究的… 个热点 ，1「[] 
C；alois 环 Gi ?(4 …）起着黾要作用 “参肴 TOR HELLESETH and P , 
V }j AY KLJMAK , Codes and Sequences over Z 4 — A Tutorial 
Overview y A . Pott et aL ( eda . ) , Difference Sets , Sequences and their 
Q^rrelation Properties , 1999 , 195 — 225, 或者 Zhe — Xian Wan 普 
(Quaternary Codes ) , Word Scientific t \ 997.) 

而从环 i ? 出发，先作 R 上的一儿多项式环 K [ x ]， 然后作 
对理想 n / 满足/ n ^ = CO )) 的商环从而构造出 
较人的环，这神方法町以作进一步的推广， 

环尺上的〜元多项式环 W [心，句 ，…， 七,] M 数域 K 卜_的"儿多 
项式环的形成 H 程一样. 

设 it 是 r 的一个扩环.且 f 是夂换环 e n 
中包和 "t ~ …，心 的所打 子好的交称为由…， W 2 ， …，心在 R 
上生成的子环，或称为 R 添加… ，，…，《,,得到的子环，记作 
尺 [ T H 2 ，它的持个 A 素称力 U j , U 2 , 在 K I ■.的多项 

式- 

容易证明： 

《 2 t …，〜]= iU "丨 ][. (⑴) 

类似于 K j 刊 R ."] 有-个满 W 态 A ，存在 L_r ] . . r : ，… ] 
列 K ["] ， _ j 的-■个满同态 rj : f U ' ，义 1，…山） ' 




150 第二章 f 不 
w J ^ ，使得 

卩 （』')="■，1 ； r/(a) ^ a , ^ a ^ R X (11) 

从时 

K [ i t ，，…， x ^ l/Keriy 三尺 [ w f 巧 ，…， 心 ], (12) 

并 li Ker 7 j f ] R = ( 0 ) . 

如果 Kct V = (0), 则称… ， W2 , …，‘在 R 上是代数无关的 
{algebraically independent) . 

如果 Keq 參（ 0) ，则存在 R 上的非零 ^ 元多项式 f(x {r x 2 r-, 
.，_,」 ） ，使得 /( … T £/ 2 ， … ， ' ) = 0 ,此时称 U I y u 2 7 -~ , u n L 是代数 
相关的 （aLgebraidlly dependent) 

反之，给丫 R : 叫 ， h ， …， 的一个砰想 / ,」L 7 n R 二 <0),则 
R _,!■] ,. r 2 ，…，:到商环 R [: r 卜 j ; 2 t … t 』 n ]// 存自然满 M 忠 ？ r , 

Ker ^ = / T 山于 7 门 丑二 （0), 因此 jr I 尺 是尺到 R [: n ,々，■--，』„]// 
的一个单同态.从而 RUy 2 ，." …]"可看 成是尺 的一个扩坏 . 
令 t J w = 1，2 ， … T ?? ， 则 r [ ， …，： r ,」 //的每一个元 

素是 U \ ， U 2 ，…， 乜 U 在上的多项式，从而 R [ J ： j ” t 2 , …， 叉朽 ]// = 
RiU [ ,U 2 ^- 

我们在前和通过作 R [. r ] 的商环 R [. r ]/ I 构造出一批环 t 为此 
我们需要 r 解 ku ] 的-些性质：设 w 是有单位元 K ^ o ) 的夂换 
环， 

(1) 次数公式： 

deg (/( j ) + g (- r )) < m ? ix ( deg /(^) , d ^ g^(.r )) ; (13) 

deff { < de . gf (. r ) + deg ^(/ r ) , (14) 

如果 /O ) 或 ) 的首项系数不是零因户，则 （14) 式的等号成 L 

(2) 如果以 .「）的首项系数 S 可逆元，则带余除法成 、>.. 

(3) 整除的概念，因式、倍式的概念都有. 

(4) 余数定押.成立- 
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(5) ff . R ^ 中， l / X - r ) 当 liRAd 是/(，）在 ft 中的根 ■ 
如米 R 足整砰，则 R [ r ) 也是整环， t . r 2 , …， a ] 也足整 
环. 

如果 K R \_ / 中每一个 ^(>0) 次多项式在 K 屮至 

n 个根 （ ff 根数计算 I 

习题 2.4 

1. 证 明： 对于仟意幣数数 w t 心是代 数销数 f 称这种 
形式的 r 数整数为高斯 整数， 

2. 汕明 i ❹十 A 是一个代数数，求^的极小多项式. 

3 .设 r 为 jLr ) - ， - r + I 的一个复裉-在代数数域 Q [/] 中， 
求（5/ 2 + 1 - 1)(2 P — 2/ 十 6) 和（3, 2 — / + 2) 一 1 . 

4 ■ 在 Z 4 [ ^ J 屮，设 /( 』■ ) = /' 、 2 了 2 十 j 十 3 ， /( ^ ) 見 Z 4 [ 'r ] 中 
的莘本不 < ij ■约多项式，于是商环 Z 4 [. r ]/( f ( jc )) M Galois 环 

aR(4 ? ). 

(1) 0^(4、)朵整环吗？（. 〆 + Lr 2 + ^ + 3) 是7. 4 [幻的一个素 

理想叫9 

(2) 令《 ■/ +(_/(/))，求〃在 (^( f ) 的单位群（即， CU (4” 
中所打可逆儿岽形成的乘法群）屮的阶 - 

m … 7 j _- r ] —- ZA ，] 

〆 」 ） 1 — 1⑺， 

Jt 屮 #(.,.) 是把 〆 的系数模2以后得到的屮的多项式 
明 j 适一个满 M 态，并 K ^秀汙 / Z 4 「， ]/(/_( j )) 到4 [ /]/(/(，）） 
的…个满同态： 

,r ) V ( / '( .1' ) ) 1 ^ J ) 十 （'/■( )) -仍记为 

^ (4) i^a j ( u ), 艰 a 在有限域/」：^ 1 /^/。））的乘法群中的 
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* (5) 令⑼ U 彳1 w，〆， …，〆】丨，其屮”是 u 的阶（在第 (2) 
小题中 Q 求出）-诎 明： 对丁中仟意两个元素^ a 2 , 如果 〆 ^)= 
) ,则 ^ h 『 

兮 （6) 设 e 义证明： 


2 v [ " 了 2 { 2y: 


> 、r 


> r f = A . 


M ：7) 证明： G 尺 （4 3 ) 二 ix + 2^ U r t v e .^"丨■(注 ： GA ? (f ) 中每个 
元系 •可啦 -地為成 、r + 2 v ,.r , v t 乂这称为 2 - adic 表示 .） 


* § 5 分式域 


在上一节我们从实数域 r 出发，构造 r 与复数域 c 同构的域 
RUrj /(/ — i ); 从有理数域 Q 出发，构造了一批代数数域<?(『），其 
屮^是代数数 . 似是有理数域 Q 本身，是从整数环出发构造的 T Z 到 Q 

有一个单的环同态 0 ' m | ^- 并且每一个有理数可以衷示成 
行 UU { b ) 、即 uh ' 的形 其中 d 4 G z , 且 / j ，( K 此外，设 F ■是 

—个域，仟取 f ( A -..、， gU ，.） € F [，], IU ( j ') 一0,则是一个分 

式.所有分式组成的集合对于熟知的分式的加法和乘法成为一个域， 
称它力域 F !__ 元有理函数域 （ ratk)nal function field ) ，〖己作 F ( jt ). 

显然 t 从 F L f ] 到 F(.r ) Tl —个-甲 的环同 备 t 1 j ' - x 、 一 ，并 II 每 

一个分式都可以表示成 r (/ U )) rUU ))' 即 f { jr ) gi - r ) ! 的形 
式，其中 、/ ( / ) ， 片（1 ) 6 、r j f 且# U ) / 0 . 从这两个例子我们 A 出 
下述 概念： 

定义1 设 R S — 个整环 f 一个域 F 称为尺的分式域 （fWdof 
fmction ^) AU ^ R 到 F 冇一个单的环同态〜使得 F 屮每个元备都可 
以汆小成 rA ^ Uih 、] [, 即 nh _' 的形式 ，其巾 “八 e ^ L 我 
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们常常把 W 3 与成 ;V 

H •个幣环足紅都 iV 在分式域。 M 答是 t 定的，下面我们给出构 
造的力_法. 

设 k 是一个整环，令 

r 二 R '〆 [r \(a,b)\a G RJ^_ ：. (i) 

在柒合 7 ’ 中规定…个二元关系 〜 m k ： 

del __ 

{ a T ^) — U ) <ud -- hr . ( 2 ) 

荇易诎 明〜足 -个等价关系.把 U A ) 确定的等价类记作 f , J -& 


a 

h 



h [ ， 


m f 表水商集 t / '在 f 中规定 

a ( def ad \ he 

J 1 J ― hd 


a c ox 

h cl hd 

h if [ j 诎明 （ 4) 式和 （ 5) 式 1 J 等价类的代及的选取尤叉，设 

a a ^ r 二 

h ' // ' J _ 广 



ah ' 1 ) q \ cd / — di 


山此伢出 

uh d(r =- ha dd 、 （d hh - 

- di 'hf/ ■ 

从 [M 

ah\id y + 


即 

h V' ( ad \ r(?) - hd ( u V' 

1 rV). 

闪此 

ad ^ rh ad a h 

~'/W 一 W 、 



(3) 

(4) 
⑸ 
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闪此 （4) A 给出的加法的定义是合理的^ 

类似地可证 （5) 式给出的乘法的定义是合理的. 

容易验证，加法、乘法都适合交换律、结合律，并且适合乘法对于 
加法的分配律 t 
闪为 


I: 


Pel ^ he = ^ 
bd hd 


c 


d ? 


所以 i 是零冗素，简记作0， 
容易验证， f 的负元素是 


因为 


h c 

- V - 

/; d 


be 

bd 


£_ 


听以 f 是单位儿素，简记作1， 


设兑即 f 乒孕，则〃关0,从而存在立，并且 

h h h O- 


因此 f 可逆，并 Ii w; 


h 


a 


h 


ah 

67 


综上所述得， F 是一个域.令 

-F 




容易验证 w 足环尺到 F 的一个单同态■因此 F 可看 成是尺 的一个扩 
环，可以把"等 M 于是 



h 



a(a ]' _1 = ^ 


iA km f 适 jv 的-个分式域, 
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定理1 设尺足个整环，则存汴尺的分式域，并且在问构的总 
义下，尺的分忒域是唯一的， 

证明 存在性12证.下面证唯一性- 
设 F 和广都的分式域，则存在 R 到 F 的■个单同态 
在 R 到 F 的- 个单 ㈣态，.令 

小- ■ F -— 广 

ct (“）打 （/>)■■ ~ _ > crUt /(6) _1 . (7) 

^( u )^( h)~ l 。、丄 ） o ( y ) - 1 

<=^ ij( a) a( y) = .r)a(h) 

^r(ay) = o{ rh) 

4~^ ay = rh 

^—> ^ (. J.b ) 

¥ { a ) a f ( J 》、 、二 </( i ) c /( y )-、 

因此 a 是 f 到广的-个映射，并且是 笮射- 

任取广的 - 个元素， U )，（ A )' 其中 a G 3 € /? ■ ，则 
a { a ) a { b ) 1 e F , 并且据 0 的定义得， 0 k U ) ) 1 ] = 

， UVO )' 闪此 0 是满射. 

容易釭接验证 v ) 保持加法和乘法运算，闪此0是 ■ f ' 到 〆 的个 
N 构，从而 f = _ r . □ 

* 习题 2.5 

* i . 设尺为一个右单位元 U ^ o ) 的交换环 ， k 的一个非空子集 
t s 称为乘性子集 （muhiphcative subset ) , 如果 S 对乘法封闭（即 K y ， 
> 2 ^ S ,则5丨 h G S ) J f . 1 ^ S . 

令 i Ui (z R \ 合 K s 使得⑽ = 01， 

( l ) i \ i:m / 见 k 的 -- r 押想； 
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( 2 > 如果 (） € s r m 1 -- 尺；如果 0 1 s ， 则 j n s = ■ 0 ;如果 s 
不含 R 的岑 ㈨ 子 ，则厂 (0). 

^2. 设尺和 w 都 是冇的 位元的交换环，且1 / o,r + (). 设 
R 的一个乘性子集，/是第1题所定义的尺的理想.如來存在环 J ? 到 
的一个问态 l 使得对任意 V € S 都哈 VU ) 在 K 内町逆 ； Kew 
并且 iT 的每个 元素/町表 a 成』= 

€ iS , 则 JT 称为 K 关于乘件子集 S 的分式环 （Hngof fra (' Uons ). 

证明：如果 o € s , 则存在及关于乘性子集 s 的分式环 .（ 注：当 
R 为整环时，如果取 s = JT ,则 s 1 尺就是 r 的分式域 -) 

*3 ■设/,是/」中一个紊数，令 S = Z - (/0.证 明： S 是 Z 的一个 
乘性子集 W = (0); 整数^在 s iz 中可逆当 Ji 仅当《与/万:#; 
s ~ l z 的允素可写成 

5 

其中 r , G Z ,( rs , p ) = \ ,t ^ N : 了 可逆当且仅当 t = 0. 

§6唯一因子分解整环，主理想整环，欧几里得整环 

我们已经知道，整数环 z 的结 构：毎 -个正整数可以唯-地分解 
成有限多个素数的乘积（除了素数的排列次序外）；域 k 卜一 元多项 
式环 F[.r ] 的结构：每一个次数大于0的多项式可以分解成有限多个 
不可约多项式的乘积，而目，在相伴的怠义下这种分解方式是唯一的. 
整数坏 Z 和域 F 上的一元多项式环 FLr ] 都是整环+自然会问：对于 
仃意一个整环冇没有类似于 Z 和 FLr ] 这样的结构？本节就来探 
it 这一问题.本节的环只都是整环，不再毎次声明- 

设尺是一个整环.任意取定《 3 G /?,如果存在〃 G 尺，使得“ 
- 则称整除 a ,记作办 la ， 此时称 h ^ ia 的因子 （ factor 或 
divisor ) , a 是6 的倍数 （mumpleV 
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/山当卜丄仅 4( A ) 2 ( a ). 

幣除关系具 有反身 性和传递性，但是没有对祢性. 

"是尺的单位（即可逆元）当 H . 仅当"丨 u 从而 U ) =尺. 

K 的单位^ ^ H 中每- 个元尜 <7的因这允 N A ^ = 

U ( U 【 W ) 」 

如果 h | ^ ! j I. A | u ：■，则 h | ( ，■ ] u 1 + ，■: “ 2 ) ， V 7 ~ { , r ? R . 

5 fl | ^ R b a .则称 u b 相伴 （associaieiO .记作 w 〜 h ■ 

相伴是等价 x 系， 

^ - h 当扎仅当 u ) = [ b .、 . 

a -. A 当且仅当有及的单位 w 使得 u =加…珲 Hi 如卜：设“-_ I 
则疗在 U ，.『_ 6尺，使得= hu . 苔 U : 0，则 A = (), 从而结 
论成立.若“ / 0,山」:述式子得， U =" m 网边消去 L 得丨 n 
因此 w 是/?的单位.反之.如果冇尺的 t 位 w 使得 "./" v , 则 U 然有 

如果则 M W (由上 -結 论可即推出此结 

论）， 

如沿 A d ，似兒 u M (即&是^的因子，但心不是。的相伴元）， 
则称心是 u 的一个 真因子 （proper factor ) , 不难看出，若 rv 是单位屬 

U 没打茛因？. 

H 屮，任一单位 t 以及^的 仟-相 伴元郤称为^的平凡因子 
(trivial factors ). W 的 H : 它因子（如果还有的话） 称为 a 的非平凡因 

子. 

定义1 设 u t A ， 如果。#0，"不是黾位，并且 Q 只有因 
f ' 则称“是不可约的 （ irredudhU ，）； 押则，称“是可约的 （ nxiudl 士） ■ 
不可约元的相伴元也是 不可约 无（蚪直接验证）- 
定义2 设 " 6 R ,a ^0,^. ^ 不是 单位. 如果从“ I & p f 以推 
H ] ^ )b 或。 irJPj 称“是一个素元 （prime 士: ment 广 

命题1在整环 K 屮.每一个桌元-.定是不町约元， 
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证明 设 u 是 R 的一 个素元 1 任取 u 的一个因子心则存在 r € 
使得“=〜、于是 a | . 从而 d | /?或 a | r 」如果 a ! A ， 则 。〜 b , SU 

ti I r , 则存在 d ^ R T 使得 r = . 从 [ fi〗u == Ac = 「由于 u # 

0, 因此 1 = 6 丄于是 6 为单位 1 综合 L 述得 w 是一个不可约元 . 。 

命题 i 的逆命题不成立.即整环 K 屮不可约元不-定是素元.我 
们在本 f 习题第〗题给出例子. 

命题2 在整环尺中^为素元当且仅当 （ a ) 为非零素理想 - 
证明 0为累元 

a ^ Q , a 不是单位且从 a \ hc 可推出 a | 6或 u k 
(a) (0)，（"）#尺 丑从办 c G ( a ) 可推出 & & ( a ) 

或 t ' g («) 

^■ u ) 为非零素理想 □ 

从命题 2 可得出，在整环只里，如果元素 a 生成的理想 U ) 为非 
零极大理想，则 a 为素元.再据命题 L 得， a 为不可约元- 

设《 j e 只，如果有 K ， 使得 da 且则称 c ■是 a 与6的 
公因子 （common divisor h 〃与 A 的一个公因子 d 称为最大公因子 
(greatest common divisor ) ，如果从 c | a , c ： \b 可推出 clti . 

如果 a ， a 都是 《 与 ^ 的最大公因子，则从定义立即得出 ，…〜 
.我们用 U ，6) 表示 a ^ jb 的任何一个确定的最大公因子 ■ 

在整环只中，不一定每一对元素都有最太公因子■可以参看本 
节习题第1题， 

引理 在整环尺中，如果每一对元素都有最大公因子，则对任 

意 、 u 、 b ， c & R ,^(ca ,cb) — c(q 

证明如果 c = 0，则显然有（以，(：6)〜 cU j ) ■如果 U .6) 二 
()，， 则从 DU U 0|6 推出“ - 0 il 6 - 1)，从而（^“&) 〜 cU，H 
F 面设^ 4() 且心，6)关 U . i 己 d 二 =( dd )」 由于 " ^ 
d 因此 d 且 a / | A ， 从而 d ; (a ,冰），即 rd i 广于是行:在“ 
e 使得 f - 二 我们朿证明 W 是单位.由于 ekt 因此存在 W € 
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K J 电得 CU t J ' l l t 从而 a i -- cdu v . 消去 r ，得 u 「 du，u ■ 同 理心- 
山 - 因此 i ( u , /O ， 即"" 7 . 从 ifr ] ■存在 " ’ G R , 处得 d = Juu . 
山干彳 / (), 消去 （/ 得」 = r " A 因此 "纪萆 R . 从而 nv /- □ 
定义3 馇环 R 如沿满足卜列两个条 件： 

(n r 屮每一个屮 零且作申位的 元素^ >』 r 以分解成冇限多个小 
"『约元的积 ： u j } \ Pi … P 、' 

(2) 1:述分解在相作的总义下足啡-的，即如果^有两 r 这样 
的分 解式： 


a P ] Pz ^ P . ' ^ …屮、 

则 / y .、_, 并且将 1 的 K 标适当改为 iiT 使得 

p { - q ,, ? = 1，2 r 、 ■、' 

那么我们称尺是 -- 个唯一因子分解整环 ( unique factorizerion domain ) + 
或名高斯整环 （ Gaussirin domain ) 

从本节习题第 i 题可看出，并非每一个整环都 是唯… ㈥ - r 分解 
整环，下闹我们来探 i ■寸 整环尺 应当满足什么条件才是唯一因子分俯 

艳环. 

定理3 设 R 足唯一因 f 分舾整环，则 
⑴ R 的每-对元漱都有最大公因子； 

( ii ) R 的毎一个不可约元都是 素元； 

( iii ) 因子链条件 （divisor rhain condirioa ) 成立，即如果序列， 
，… 屮，饵一个\是的真因+，则这个序列是有限序列. 

证明 （0 任取若" 0, h (0，/ m：r a 是 中-位 - 
则 u = ( a , h ). >" {fa '^X a Ji 都是非岑巨昨单位■内为 R 是唯一因子 
分解整 M ; +所以冇两两不相伴的不可约儿/^，/^，…，广■，以及中位 
U , -?v ,使得 


h . r〆 ; 1 〆 _■■■ 〆 、 H H , I ， 
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其中至少有〜个 ~ > 0, 汉 > Cl 令 

j niu 1 . ■ a 1I • min! rt 、 h p n ■ min i a r j'i i 

d P } p 2 . P 、、 ' -, 

则 d \ a ^ j & . 

如果 C^LG ^ b 的一个公因子，则 

( == /p: P ;」 ■… niin j a, , \ , Y《■ i 

因此 Hi 这就证明了 d = ( a , h )- 

(ii) 设 A 是况的不可约元 . 设 AW ， 由于 /> 只有平凡的因子 ，㈨ 
此（々， 6) 〜 p 或者 （> J) 是单 位如果 ~ ，则 A I 心如果（户， 
h) 是单位，则 

(cp y cb ) ― c(p y h ) — c . 

由于 p |6 r 巨 p I cp ，因此/ > I ( c /> ， c 6) ，从而 [C + 综上所述得， /> 是一 
个 累元. 

Oii ) 如果 & 是单位，则…没冇真因子，从而序列中只有一项 
显然0的真因子是非零元，因此下面不妨设 A ^ 0 Ei . « ,非笮位. 
从而存 在有限 多个两两不相伴的不可约元使得 

a [ ^ 户？ cr E > 0，1 < / < a ' 

a 的任一因子形如 ' P;’ … • P ’:、(J < % < a , ， 1 4 Z 4 、 y 是 
申位.对应于 （m ， m 2 ，“ ， m :> 的两种不同的取法，所得到的 a 1的两 
个因子是不相伴的（因为它们至少相差-个不 p 了约元）.因此 A 的两 
两4、 相伴 的因子只有有限多个■从而序列 … 是有限序列 
( 因为每一个义都是化的真因子，所以序列中任意两项都是“1的 

不相伴的因子，） ^ 

定理 4 整环 R 如果满足下列两个条件： 

(0 w 子链饬件， 

( H ) 每--个不可约元都是索元， 

则 K 是唯 • - 内子分解 整环 - 
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证明 设^中非零 〖 L 非中位的一个兀素.如果《不 蚪约， 
则^ : 〃.下曲设^吋约.则^有 E 內子.先证 a 冇_个貫.因 F 是不 

4约的，设^是《的一个莨囚子.若^不可约，则&就足所耍找的. 
若“〗可约，则 q 心真因 f a 2 ^- 不可约，则 M 看出的- 
个真因子，从而 q 是所要找的.若町约，则^ 4 iKVi - f - 如此 
下上 ， 得到庁列 

“ t Li 卜以2 T … ( 1 ) 

其 中每个 儿素足前面一个的真因子.山于 K 满足因 f 链条件，因此 
(1) 是有限序列.设它的最 G —项力〜.则' 是不可约的.秘#出… 
是 u 的真闲子，把〜 H 作 p 1，于足 a = / 1 r i . 从 iM r ,是 u 的真因子」 
芯、、 不4约，则 U 分解成 f 两个不可约元$和 O 的乘积，若 O 可约， 
显然 n 非零 M 非单位，由前面的讨晗知道有真因子外不可约， 
f 是 o />， 2 ，从而㈠是 o 的真因 T- 如此下去，得到序列 

<2 ， Cy ,<- 2 ^ "■ (2) 

其中每一个元 素岳前 面一个的真因产，由因子链条件 T 序列 （2) 有 
限.设序列 （2) 终止 f c s - i . 丁是 rd 不可约 .iE 为 A ， 则 
a 二 pyCi - PyJW : …二 Pip 2 … P 、-\ c 、-\ - Pip 2 … H - 

F 面来证唯一性，设 a 有两种这样的 分解： 

a = p\pi 〜 p 、， cl 二 q\<ir^^ (3) 

对第-种 分解式 中的不吋约元的个数 s 作数学归纳法 ■ 

，s = 1 时， tv : pi = ydn ■假如广 > 1，则 

p ] = Vi (七…心）， 

囚为 / M 不可约，所以…足 h 的平凡因子，由 Tw 不是单位.因此 A 
- h ，于是 W = /，其中《为单位■从而 

p [ p ] ) ■ 

由此推出，1 .- 是单位.孑质，闪此 ， u r _ 是久 
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假设分解式中不可约元的个数为 S ~ 1时唯一性成立，来看不可 
约兀的个数 为,、 的情形. 

由于仏不 吋约， 根据 d 知条件 U ) 得，&为秦元. 丁是从 
p \ I 7 i W …％可推出/> j 整除某个 1 1通过改写％的下标可设/> 1 I y ,- 
山于 t 不可约，因此/^ ~ 9卜于是 h 其屮^ 是单位 ，从而 

q\ vpz'^p ： = 悄 2… (h ■ 

两边消去 vi ，得（冲 2) … A = qi … q t ■ 由! H 纳假设得 ，j - I = ? -] , 
即 A _ =〖；并且适当改写％的下标可以使_2 … (] 2 ， P 3〜 Ql > •>"'■> Pi ~ 
q .. ，从而有 


P , — q , , f. = 1 ,2 t "- ,S. 

根据数学归纳法原理，唯性得证. 

综1:所述得，尺为唯 因 子分解整环. _ 1 

推论 5 整环只如果满足下列两个 条件： 

( i ) 因于链 条件； 

( ii ) 每一对元素都有最大公因于， 

则尺 为唯一因子分解整环. 

证明 从定理3的 （ ii ) 的证明过程知道，如果 J ? 中每-对元素 

郁有最大公因子，则 i ? 中每一个不可约元都是素元.从而由定理4立 

即得出，尺为唯一因子分解整环- " 

我们知道，整数环 Z 和域 F h —元多项式环 F [: T ] 的每-个理 

想都是主理想. 

定义 4 __个整环 i ? 称力主理想整环 （prindpfd ideal domain )， 

如果 i ? 的每个玮想都是主理想了 

Z 和 F [. r ] 都是主理想整环，它们也都是唯一因亍分解 整环那 

么主理想整环与唯一因子分解整环之间有什么关系？ 

我们已经知道，在整环 K 中，如果 U ) 是非零极大理想，则“是 
+可约元.反之不然.例如，在 Z [ j ：] 中，容舄看出 f . r 是不可约多项 
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式；叫在 木# H 我们已 III : 明 （ 』• ） 不是极大理想.但兄我们将证明在 
li 埋想 整坏中 约乂生成的坪想一定是极大理想_ 

定理6 设 A ) 为主理想整环，则 

( i ) 不可约元生成的理想 （ /0 —定是极人理想； 

( ii ) R 为唯一因 广分解 整环. 

证明 （0 设户为不可约元，则 P ^ OW . A 非单位，于是（/0 T 
(0) 丨 l(/o t m r 的理想/ ] (户），因为 k 是主理想換环，所以 
1 从 U )=?(/0 得出 u ,户.山干 P 只有平凡的因子 ，因此 U - 

p 或“ 足甲-位，如果 a 〜心则 U ) = ( p ) Jn 果 a 是单位，则 U )- 
I 因此（/0是 R 的极大埋想. 

( ii ) 据 （ i )， 若/为小可约元，则 (>) 是非零极大埋想 ，从而 （ P ) 
记非零素理想，因此 P 是系元. 

R 屮任取个序列…，其屮每个〜是 a ,的真因广 
T 是 （ a ) ^ ( “ ，_ 〗 ） ， hK ifii 

(^! ) ^ ( a 2 ) ^ U 卜）… 

令 J = UU ,). 荇易验证/ ShR 的一个 砰想 T 山于 K 是主理想环，因 

r 

此 J - (4)， 由丁 " 6 U UJ * 因此 d 属 T 某个 （心） t 从而\ 1 丄于是 

r 

(…） Q ( d ). ZU.)e 此（心） ( d ) = it 如果序列 

\ .…冇第 j 十 I 项 h , _【，则 ( a , t ]) ^ ( a /) = i 」 m 囚此政 

序列终 [ I : 于即它是有限序列，从而 R 满足因子链条件. 

综 h _ 所述得，尺是唯一因子分解楦环. □ 

我们知 ii , 整数环 Z 和域 F 上的•-元多项式环 Fri ] 都有带余 

除法.由此受到启发，我们引出 K 述 概念： 

定义5 设尺为一个整环.如果存在到0然数集 N 的一个 
映射夂使得对任意 o,h €_ R 11 h ^ ()，都冇 h，r e _ R 满足 

a }ih 4 r , r : = 0 或，-矣 0「 U (厂） < S ( h ) , 

则称足-个欧几里得整环 （ F^』[lidean domain ). 
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定理 7 欧儿电得整孙都是上理想整环， 

证明 设 w 是欧儿里得整环 1 任取 k 的一个理想 / a 设 f / 
(0) .取/的一个非芩元 I 使得 

s ( b ) < n e i \\ o \- 

敁然 /, 反之，设 ^ g f , 由于 k 足欧几里得整环，因此存在 &, 
r ^ 得 

a . hb r ， r=(J 或厂/0乱5(/-)< d ( J )、 • 

例如 r 关 <)，则 r = a - 从 G h 这弓 6 的取法矛盾.因此 /■ = 0,从 
iflj a = / i/j G 6 ) T 因此 ■/ = ( 6 ) ■ □ 

整数环 Z 是唯一因子分解整坏，即 Z 是高斯整环. 试问： Z 上的 
一元多项式环 Z[_r] 是不是高斯整环呢？我们来探讨这一问题. 

任取/ ( X ) G Z I JT ] ，且7 ( 2 ) / 0 .设/ ( 1 ) 的各项系数的最大公 
因子为则 /(. T ) =心' 〆 J ) ，其中的各项系教的最大公因子 
为± 1，此时称 /[( j ：) 是一 个本原多项式 （primitive polynomial ) ■ 

我们在高等代數课程中证明了下列结论的 （1) - (4)( 可参看丘 
维声编著《高等代数（第二版） 下册》 （高等教育出版社2003年出版） 
第七章§8的引理1，引理2,定理1,定理 

( 1 ) 两个本原多项式 gO ) 与 WiT ) 在0[工]中相伴当且仅当 
^(jc ) = ± /i ( r ) , 

(2) 高斯引理 .两个本原多项式的乘积还是本原多项式 1 

(3) 次数大于0的本原多项式在 Q 上可约当且仅当 片（工) 
可以分解成两个次数都比 g ⑺ 的次数低的本原多项弍的乘积- 

(4) 每一个次数大于0的本原多项式 g (^) 可以唯一地分解成 

Q 上不可约的本原多项式的乘积. 

(5) 一个次数大子0的本原多项式 g (^) 在 Q 上不可约当且仅 
当它在 Z 上不可约（充分性由上速结论 （3) 立即得出；必要性用反证 

法容易得出+ ) 

(6) 从上述最后两个结论立即得出，每一个次教大于 （> 的本原 
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多项式 ) 可以唯一地分解成 Z 上不可约的本原多项式的乘积. 

现在任取 / ( O e Zl \}± i ] vgf (. r ) > 0,則 f (. r ) 7 )， 

其屮 J 是 JU ) 的 各项系教的最大公因子，认而/ L (_ r ) 是本原多项 
式.据上述钻论，_/ 〆 r ) 可以唯一地分解成 Z 上不可约的本原多项式 
的表积 ，如果 c 7 〆 二1，则（ V 可以唯 一 地分解成一些素救的乘私.因此 
./( f ) 可以唯一地分解成 Z 「 ？ ，1中一些不可约元的农积，这就证明了 
/,[ r | 是唯一闪子分解整环.即 Z：J _ 是高期整坏， 

上述证明 Z [ x ] 是高斯整坏的方法也可用于证明下述 蛣论： 

定理 8 高斯整坏 R 上的一元多项式环 /? 丨 .r I 也是高斯整 拓 . 
由定理 8 以及 K [ _r t ， 1 = K [ a j L 丨…』 _■_：] 立即得 
出： 

推论 9 高奸「整环尺上的”元$项式那 RLa n . i 2t …， 1 也是 

高斯整坧 . 

据推论9得， Z [. r 卜 7 〆 ..，弋..]足高斯整环，其中。是任意正整 
数- 

高等代数课讲了判别次数大于 <) 的整系数多项式 /(J ) 在 
中不可约的一种 方法： Eisensieni 判 别法. 类似地可 证明： 

定理 nHKisenstein 判别法）设 J 7 为一个高斯整坏尺的分式 
域.设 

/(,r) - a ?r i' {i ^ 〜』 _〆■ 1 】 …+ a〆 Wj 0 € R !_』’]， A 0^?i > 1. 

如果 R 有一个不可约元/ > 满足： 

( 1 ) p\a, J 0 ,】，…_ 1 : 

(2) p P 1 火叫， 

则 /() 在 Fi 』 ] 中不可约 ■ 

在本章谷1我们讲了域 F 上的"元多邛式环_ 
中，一组多 项式； /..(./： ,)^的公共零点集称为厂的一个代 

敫簇 .记作 V ( : : 
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设 （'是 f " 的一个代数簇，我们考虑零点集包舍 r 的所有多项式 
组成的 集合： 

I = ；/(^ I ） 1 O “^ ， …〆、）= 0 ， 

VU 、， c 2 

虽然/是…， . r ,] 的一个理想.因此研究 F " 的代数簇归结 
为研究 卜， Q ，+■■，&]的理想.自然 要问： /是不是由有限多个多 
項式生成的？ 

定理11 设尺 是一个交换环，则 K 的每一个理想是有限生成的 
当且仅当 R 满足理想的升链条件 （ ascending chain condi lion for 
uieals ). 即尺的每一条理想升链 

S r 2 s l S … 

都有限.也就是说，存在一个正整数 m . 使得 

L ' 1,川；= ...■ 

证明 必要性.假设只不满足理想升链条件，即存在一个理想 
的序列 

i, V- -■ (4) 

是元限的，令 J = UJ , ，易看出 J 是尺的一个理想 . 由已知条件，可设 J 

r 

是由丨 c 卜 a 2 ，…， U d 丨生成的■则 a 1 Gi 对莱个 j ! , a ? G 对某个 
乃 ，… ，〜 e - /,对某个、■于是/ eCa ■又有/ pCj ■因此/ 

) ，、 p - i r j ~ 1 7 

= CK 」 这表明序列 （4) 到终止，矛盾 1 因此 R 满足理想升链条 
. 1 - r 

件 

充分性，设 R 扁足理 想升链条件，假如尺有一个理想 J 是无限生 
成的，则能找到 I 中元素的序列 

使得 

(ay) ^ (a y ,0 2 ) ^ “i 2 ， U) 、云 … ■ 
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这个理想的升链是无限的，矛盾.因此的每一个理想是有限生成 
的. □ 

定义6 如果一个交 换环々 满足埋想升链条件，则尺称为诺特 
环（ Noether ring) , 

Emmy Noether( 18S2 — 1935 ) 是德国数学家 t 地是 IVTax 
Nuethcr( 1844—1921) 的女儿 . M. Noether 对代数几何作出了奠基性 
工作 . E. Noether 是发展现代理想理论的中心人物， 

定理 12 ( 希尔伯特基定理 Hilbon Basis Theorem) 如果尺是一 
个有单位元 1(^0) 的诺特环，则 R 上的一元多项式环 ] 也是诺 
特环」 

证明 设彳/是的任一 理想设 J 由 w 中所有非零多项式 
的首项系数连同0组成的集合，我们来证明/是只的一个理想-对于 
a J ) 6 - /，则存在 f (- r ) x ) G .M 吏禪 /( r ) = l . 〆 1 + 

… + u 【 .j - 4 r ) 一 1 十… + 6 L J 都属于 ■ 

不妨设 "> W .于是 _/ ( r ) - .， r H ) G _ K 如果 u k 则 6 h 
- 0 e 如果 u f △，则 u 6 是 /U ) - J ： n ~ nx ^(..- r ) 的首项系数，从 
而 u - f ) g i . i^L a e i^ R . 如果彳 0 .则 r / U ) 的首项系数 
为 ™ € f ; 如杲 n 』( M 1 ] ™ = 0 J ，因此 f 是 R 的一个理想 ■ 
因为尺是诺特杯，所以 J 是有限生成的，设 I = (^ | ,a 2 t ■■■ T «, ) , 
其中心是 W 中多项式 ./: ( ^ ) 的首项系教 T 1 < / ^设川二 

mnx ] deg fi(—r) ， “ + ， deg/, (’）:■」 

对每一个 6(0 《 k < mU 令“ 是由 // 中次数小于或等于的 
所有多项式的首项系数连同0组成的集合■类似于证明 J 为理想的 
方法，可证明0是 R 的理想 t 由于 Z ? 是诺特坏，因此可设 

h 二， … 气 k - 0 丄 "■ ，川 _ 1 [ 

其中〜是"中多 项式& 的首项系教」我们断言 

” (/]〔？■)，■■、/:(，），尺， ■ W). … m": ■(')). (5; 
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(5) 式右端的理想记作 也 ' 显然 G V. 假如 f & 夂设 ) 是 
属于 w 怛不属于 w 厂 的次数最低的多项式， 

情形 1 设 dvgh ( ^) = / > " I ，记 dcg/ r ( r ) = , 1 ^ ^ i . 

•5 

从 J 的定义知道，可以把 AC /) 的首项系数 U 写成 a = 其中 

? 1 

< s 

r r e r，k n 、」 于是多项式1>一 /_/| 人（丄）的首项系数为乂厂札 

? -1 ■■丄 

-- t £ ，首项为.从而有 

•i 

de ^( r〆 ’- h ( ji ))< l ^ (6) 

r - I 
L 

星然 2 r i 1 ' ~ f ^( £ 虹■由 h ( . r ) 的选取和 （ 6 ) 式知， 

■■ ■ i 

< 

2 V ,( - au ) e w (7) 

j - 1 

由于 / d ( i ) e - u \ 1^： / 因此从 （7) 式推出， AO ) G %、矛盾『 
情形 2 设 dcgh ( jt ) = / <，" ，记 deg ^ - % ■从 h 的定义知 

道，可设 A U ) 的首项系数 U :: H r l } a h . 于是多项式 

尸| 

〉: W l — \ g b (' r ) 的首项系数为 U u T 首项为 a / . 从而 

r [ J = I 

fc I 

n /-'% U ) - hU 、、< r 与情形 1 的最后议论类似，由此 

;I 

推出 h ( jr ) e 矛盾。 

综上所述得 /.( T 二 < 即 A 是有限生成的1据定理11得， J ?[_ r 丨是 
诺特环 t □ 

由定理12以及 K Lr I , +■， ，- r rJ 二只 [/■] [工 2] … [ A ] 立即得 

到： 

推论13 如果 R 是有单位元 1(^0) 的诺特环，则 R 上的"元 
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多项式坏 [ .r L ,^ , ■ ■ ■ , 也是诺特部 ， " € Z _ ， 71 

由于域 F 只有平凡的理想：（0)和 F = (1)，因此^'是诺特环」从 
而 F [ .? m ,， 7 .. .是 谋特坏，因此 jK [ ， r : ，■-， l ] 的每一个理 

想都是有限生成的.这个结论在代数儿何中起着重要作用 . 

由于 z 的每个理想都是主理想，因此 z 是诺特环.亍是 z「」 M 
〜，…，也是诺特荪. 

习题 2.6 


1 + 设 R = Z[ /^5 1 =。+ A V - 5 | “ J G Zi ■对于 a 二 u + 

— 5 , 规定 N ( a ) - - tfa = £■〆 + 5 6 2 ， 称 」 V(a> 是 g 的范数 

(norm) , 

(1) 证明^是 /[ v 7 -"^] 的单位当且仅当 NU ) 1;并 u 求出 

zU _ q ] 的所有 单位； 

(2) 证明：如果 N ( a ) = 9,则 a 是不可 约元； 说明3和2上 - j 
郡是小可约 元； 

(3) 证明：3和2 士 '厂-飞 都不是 素元； 

(4) 证明 /.[ yi ] 不是唯一因 f 分解整环； 

^ (5) 证明9和6 + 3 没有最太公因子， 

2. ZU ] 是唯一因 T 分解整杯，证明：（2，/ + 1) 不是主理想，从 

此 z ： x ] 不是主理想整环， 

^ 3. 址明卨斯整数环 Z ：] 是欧儿里特整环. 

4.设川是一个没有平方因子的整数且尹0丄证明 Q ； ] 
是-个域，它的元素形如“ + A V ”？ “iG 

5 + 设 M 是一 1 、 没釘 T 方因子的幣数且川 o.K 6 l Qi v ^ J 

中，定义 f 集尺如 V : 

"i = 2 或3 (mod 4) \H Ai \a \ h U'。'h C ， 
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当川 e 1(mod 4) 时 ， K U + 心 * 1 + 广 " a J? ^ Z\ - 

证明尺是 ] 的一个子环 * 今后把上述 R 分别记怍 Z [ V ^ J 

z | 1 卜 \ R 称为 Q [ j 的代数整数环 （ring of algebra 
L 2 . 

inu'gcrs). 
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§ 1 域扩张，分裂域，有限域的结构，正规扩张 

在第_$的§3和§4.我们讲了从一个域 F 山发，通过江 F 的 
一儿多项式坏 F ； 1屮找_个不吋约多项式 m U h 作商环 
F > : n , 傾得到--个域 F [: r \/( m ( r )) ,我们还以有理数域 

Q 々例 ，通过 Q 添加-个代数数 h 便得到一个域 Q \], 它冋构于 
QU }/(' pU . 仏其屮 〆 』 ） 足-/在 Q 1:的极小多项式.这种构造域的 
力1上.也 适用丁 仃意 一个域 F . 设是 F 的一个扩坏 ， FI JT 足夂换 
坏如架 〆 的 _ t ■元桌^■在 f 1:是代数的，则存 rrF H 屮的非零多 
项义以 & 为根 . FL ,] 屮以《为根的所仃.彳卩岑多项式中.取一个次数 
W 低的 M * 首项系数为1的多项 A 川，称 〔 、r ) 是 o A : F I :的极小 
多项式.容易右 " | 1 11 ，，〃（: r ) — '定是 r 1 屮的 ^ f 、 tlT 约多项武 . T r J£z Tl 
[[.，]/("/(，））〜 f ' [ a ], 从 ifU F _ « ] 是一 1、域 . 4 F [ & J 足域时.把 
它汜成 F ( a ). 

h 而 阏 种方汰邢使我们可以认-个域 F 山发，构造一个比 F 大 
的域.这称为域矿张.本章要研究域扩张的性吩、结构及 H : 应用. 

定义1 设 F 和 K 都是域，并且 F 的-个子环，则称 F 足 
K 的.个子域 （ subfield ) ，称 K 是 F 的一个扩域 （extension fieM ). 或 
沂祢 K 是 F !:的域扩张 （field extensinn ), kl 作 K / F , K 的 ll 含 F 的 
任一子域称 K /F 的中间域 （intemiediaie field ), 

容窃养出.域 h _ 的单位儿素 e 通 H 加法十.成 K 的一 户邱 
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K 0 - UH" 6 Z; . 

3 K 的持征为 U 时， K ) 〜 Zf 因为 K ( , 的分式域』 j 冇押数域 OM 构， 
将 w 等同，则 Q 可宥作 K 的子域.此时称 Q 是 K 的素域 （prime 
field ). 

当 K 的持征为/>时， 

、〜V 

干适 Z f > 吋看成 K 的子域.此时称 Z , SK 的素域」 

如果域 F 到域 K 有一个单的环同态，则 K 可以看成是 F 的一个 

扩域， 

如果 F 的域 扩张 K / F 可以在 F 上添加一个元素 a 得到： K ： = 
F ( a ) ， 则称尺是 F 上的-个单扩张 （simple extension ). 

像上 111 讲的域 F 添加它的扩环 V 甲_的-■个代数元“得到的域 
FU ) 是 F 的单扩张.如果，是。在 F 上的极小多项式， 〃（， r ) 作 iT 
中的另一个根（此时容易看出， w ( r ) 也是 〆 在 F 上的极小多项式 ）， 
则间现冇 

H ]/(^(-0) - FVL 

从而 F [ a ] 也是域，把 F [ a ] 记成 F(，）. 于足钉 

F ( a ') 〜 F(a ) , 

片 M 有一个同构映射 7} 满足 71( a )-- 〆 ，以及？ U ) - “， V “ £ F . 

如果给了 FLx ] 的一个小可约多项式 mU )， 则商环 
F[j ]/{ m ( T )) 是一个域.由丁- F 到 F [ i 」/( mUO ) 有一个单的环 
同态，因此 F [. r ]/(? n { x )) 吋以看成是 F 的一个 扩域. 令 w ^十 
(出 （.r )) ，则 ? n ( u ) = 0 ■因此 M ■是川 （J ) 在 F [ -r }/( m (. r )) 屮的一 
个根.此时有 f [- r ]/( m (. r )) = FL wL 把 F [ w ] id 成 w ), 如果 〆 
足 w ( r ) 在 F | . r ]/( m (. x )) 中的另一个根，则^是尸上的-个代数 
元 . J 1 ，在 F L 的极小多项式是切 U ) ■据卜-一段知， 

F [ j ]/(^( j )) = ^' l ^ .- 
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从而乜足域，并11.丫1- 

h\u] ^ FU 丄 

其 1"1 构映射 0 满足4 w ) = « > 0 ( « ) = (i . V ^ €： F. 

现 在我们 从另一个角度研究域栌张.这吋帮助我们揭示域扩张 
的_此内在件.以_闪此这足研究域扩张的一恭重耍途径 . 

设/ </ n 彳、域扩张，则 k 吋以看成圮域 f 上的-个线性空 
m 它的加汰込算兄域 k 中的加法，它的 纯董乘 法运算足域 f 的儿 
桌 1 JK 的儿素做 K 中的乘法运算作为域 F L: 的线性空间的维数 
称为 K 在 f' 上的次数 （degree of K over F) ， id 作 [K : F ], 如果 「 K : 
F ] iZ： 有限的.则称 K /2s F 上的有限 f 广张 （Hniu 1 exlensiun). 此时 K 作 
为 F h 的线性空间的一个坫也叫做域扩张 K /F 的一个基 （basis). 
川这个打法 . 我们呵以揭示域扩张的下列性质， 

定理1 ^ K /F 为冇限扩张，则 K 的每个兀素邡是 F 上的代数 

JL. 

证明 设： K:F__ "，任取 K T W\ Uj3，!3 7 ' … I I: 必 

线件 .相关，从 W 存 4. F 中不全为0的元蒺使得 

^ r. i " 十 “ j - * + u — 0 . 

/(_! ) - ^ , .r 4- “V 2 1… f a，y ( F [』]， 则 /(^) = Ol 由 

丁 、/(ir) / 0,因此#在 F 上是代数的_ □ 

域扩张 K 称为代数扩张 Ulgt-hrmr cxiensioiO ,如果 K 的 H — 
1、元素都是 F ■上的代数元. 

定理 1 发明. f _-7n^jttstrf. 

定理2 s k/f kkrkla '^ k ka 卜.的代数元.如果 

a ff.F 卜的极小多项式 w(.r ) 的次数为^则 

[a ) : F」 "， 

/f ■丨 L 1 , " j* + ■ ■ ,〆 1 足 F (a) / F 的一 ^ 个基 . 

证明 假如 1.^ …一广 1 江 F 卜_线性相 XJ 則打 F 屮不仝为 U 
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- ----- 

的儿索 ，…人 ' ㈣ 

心…十 /j j "[ …+ 心' - L 〆 一 1 = (). 

^ ^ ) - h '、 + h \ r \ …—匕 ■■ _ 丄 〆 ■、则 g ( o 1 ) - 0 ■过勺⑺ （ 』 ） 是 

Vi a 力根的次数最低的作岑多项式矛 朽」 ■^此.〗，„.〜.， 1 线性无 
X ; . 义由下 

t'i a ) ~ F q ] ) r lfc i r L a + i + d r ,,_ L a " 1 r . ^ F M ' ■■: ? ■- < ":， 

闪此 Ua ■，… V 1 足 ■ FUW ' 的一个基■丁-是|»)/] - ". I ■ 
1评2及明，域 f 添加 - 个代数儿。得到的单扩张 FU ) -定足 
心限扩张，认 ㈨ 它足代数扠张.于是称 F ( a )/ F 岳单代数扩张 
(siniplr : exrensii .) ii ) . 

域 F 添加一个超越元/得到的单扩张 Fit ) 称为单超越扩张 
(sinipir iranscMulrnlal {^ xl ^ nsion ) 」 不难〖止明 ， F [ J 、同构 丁 - F _ j 」的分 
A 域（即域 f t 的-儿有埋函数域）. 

定理 J 设也_一: 1、 域 ： K -」 L ') F , 则 Lf (: F 」 心限 i II 仅5 

■_ h L \ 和 l /」： F 」 都心限，此 U 、 j 紅 

\_K^F\ - _K : I,\[L ： F"\, ( 1 ) 

证明 必要竹 - mr 」 行限 ，川于 厂 ZK 的一个子9叫.因 
此 A : F 」 灯限.设 a | f a :, …，\足线性屮 MK / F 的 一 个丛 ，仃取 4 
tr KJl 

■i 

p ba ( . h t t f ， / = 1,2, … 》"■ 

■ l 

ll ] J - F ^--- /_■, W 此久 € U < "」 从血 a ■卜….〜是域 L 1__ 

线 IV 今:叫 h 的-组成因此[〗<乂]冇限」 

允分什.设 Ud ] 〃/，[L : F 」 = s ■设 戸卜心 … 和 
"、 r . 分别玷 八 / r 和 f 」/ F 的- - t 桩.仔取 a € K , 有 

：/ ^ } (3 { , u ? L . / 1，2 ，I 

, L 



域扩 把 ，分袈域 ，有 陧域的结构， FF 规扩弓 K 




K 2, 


…» m 


闪此 


wr "• 

S 乙 MM). 


( 2 ) 


容易验 i 止， K 的子集 

： y^ f \l ^ j <：： m . 1 ：^ .； < > I (3) 

仵 F 上线性 X 关， ㈨ 此子集 （3) 就足 K 在 F 上的一个基.于 ； HK : F ] 
:= ms = [ K : L ] L L : F]. J 

历史 i . 研究域扩张的推动力来自研究代数 方程可 用根式求解的 
浓件，伽罗瓦 （ Galois ) 于〗830年前后彻底解决了这问题.他的想法 
的出发点是 f 把数域 F 上代数方程 /“_) = 0左端多项式的所 
冇复根 W F —起，形成复数域 C 的一个子域，而且使这个子域是包禽 
F 和 JU ) 的所冇笈根的域中最小的一个，从这个想法引出 F 列概 
念： 

定义2 设 KAK 是一个域扩张5足/<的个非空子集.我们 
把 K 中包含 F 和 S 的一切子域的交称为 F 添加 S 得到的子域，或 S 
在 F 上生成的子域， id 作 Z 7 ( S ). 郎果 S ' = U | . ^ 2 ，… T 。丨，则把 
F ( S ) 写成 F (“'， u 2 ，…，心/). 

M 然， F ⑸是域 K 里包含 F 和 S 的所有子域中 M 小的一个了 
设 a G K, 则 F [ a ] 表示 K 中包含 F 和 a 的所冇子环的夂， F ( a ) 
-技小 K 屮包含 F 和 a 的所有子域的交.容易肴出，当 F [ a ] 是子-域时， 
必冇 

J 1 " 1 L ff ] = F ( a ). 

我们在本节幵头说，当 Fla ] 是域时，把它记成其道埋就是这 
电所讲的. 

定义3 设 / U ) 是域 F 上的一个〃 U > 1) 次多项式，如果存 
-个域扩张 E / F 满足 
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(i) /■(， r ) 在 E 内完全分解成--次 N 式的乘积 

f(j) - t ( r a 2 ) … （.r - a G j ?i ; 

(ii ) E '- F ( o " 心， ■■，、〜） ， 

则 K /F 称为 ■/■( 」 ) {£ K L 的-个 分裂域 （splirtiiig fieM ), 

如果 F 是一个数域，则定义 3 屮的条件 （ i ) 表明 E 包含 T j (. r ) 
的听有 a 根，而翁件 （ h ) 丧明 f : 逛包岔/■(_;，）的仝部复根的最小的 /- 
域. 

任给一个域 F 上的多项式 /_( x >, 它在 F t 的分裂域 记否 俘在。 
如果存在，足否唯 -? 为 r 探究这 起问题 ，我们沒先对丁定文2中的 
F(a | ，…， ) 稍作一点调查， 

由于 FUh ，…， a n OUiJ 是 K 中包含，… T 〜. [) 和\的 


一 fc 刀？域的交，因此 

F ( a { .- m ,£ i rJ - [)( a ,,) F(a i ra f£ ) - (4 ) 

乂由于 F (…，…， A - iMA ) 是 K 屮包含广和⑷ ，■■■ 卜、的一个 
了域，因此 

J ，“ ’ ， 0r A - '、 {_ U 7t 、 (“ 彳 ，，〜—■!，“„)■ (5) 

于是从（4)、（5)两式得 

F "(“ L ，■ ■■… a n ) : F ( a ' ，…， a n 1)(、）+ ⑹ 

运用数学归纳法容易得出 

F(“' ， … ， 〜一 1 ，') 二 F( “ 〖 ）（ … )(〜）■ O) 
从 （7) 式又可得出 

F(ci 、 ， … ， “”1) 卜 … ， b) = F( 〜 . ） U ， i ，…， O ■ ⑻ 


定理 4 任一域 F " f : 每 -_1 ^U 1) 次多项忒 /( r ) 在 F 丨: 
有〜个分裂域 l 并 a [ E : F ] o !. 

证明 x 彳多项式的次数"作数学 H 纳法， " =1时= 

fU - a ),^ e F - 于是八本身是 ./(，） 的--个分裂域. aLK : y ] = 1 
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假设次数 r 小 f n 的多项式有分裂域.且其分裂域別 F 的次数 
r !. 现/£来荇 u 次多项式 n 八 任取 _/( r ) 的一个不可约因式 
户 U ). 我们知道 F :. r ]/(々 U )) 足一个域，令 q 二（ 〆 .，）），则 
.， ]/ ( /5 ( 」 ）） = F] ^ i ] = F ( * t ) ,牛 il / A ^ [) = 0 ■从而 J (^ [) ~- 
()3 己 L'i = FUd .则 W 设 

/ ( r ) = ( r -a，）/ L t ， ） ， a } & E x , K /—....../ ， 

: U : 屮 / t U > e EH 如果士 g _ M ^) = 0, 则容易宥出 K , 就是 / U ) 
Yl ： F 1 .的一个分裂 域下设 da / iU )^^ 由 Tckg/』（. f ) = n - l < 
^ 裉据归纳假设， _/,(>) 在心上有-个分裂域并 UM :厂 U ; 
()1 - !) \ ^ (n - 1 ) ! . T 是 

j \(^-) = c{jr - 3、、 …（X ， hh i?j €. E , 1 O < » - / ， 

并 LL E . E 』（/3 l ，.，-， U ，从而 

f 、 x ) 二 d - a') … [1 - a/)(.r _ 卩 ')… Lr _ H 

jf 1 L £ FUJd .-. U . 由于 a G E【，l </，闶此 FUi ， 
…， a ) ^ ^ F ( a \) - 显然 F(q ， …，〜 ） 」 F ( a ^ ) i 于是 

E — F ( g ! , ■ ■ + , q .■ ) ( j 31 ■. *■' t / ) - : f u i ， …，… - #• ， …， 足 / ) 『 

[入 1 此 F 足 /(. r ) d ： F 上的一个分裂域，并且 

_ E ： F ] - [ E ^ E , :: E ,： F ] < (n - i )\ d ^ g ( p ( j ：)) 

■;:: ( " - 1)! " = " ! 

根椐数学归纳法原珂 ，对 于一切 . I ，命题成立， C 1 

我们想证明 j ， u .) 的分裂域在同构的总义 F 是唯-的.为了以 

/ m - 的应 ffl ，我们來证明更一般的结论. 

定理5 设域 F 到域 F 柯-个 H 构^设 F ^-] 中的 1) 

次多项式 f { j ) = 在 f 上的一个分裂域是 e ■，令 m - 

■ W 

('屮 ).， e fi ， 并 u 设厂 u ) 在 〆 [.. 的一个分裂域足则 

fi 

■7 4以几拓成域 E 刊 t 的…个同沟- 
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证明 对次数 「厂 rFj 作数学 H 纳法，当： f :二1 \H > E F . 

从时 

/( r) . i ( r - u [ ) ( r - 。：） … （ j: -",■)， a. G F , 1 :C ;:■-■■". 

于是 

/ J ( r ) -- ^ ( r ) I (：r d (" 丄 ）」「_(，〜a (…） j ■ ■ ■ L ( r — 5 (、）]， 

^( a 7 ) (^ F \ 

这农明广是 ，（ r ) 在 f 上的-个分裂域，从而矿 = 〆 . 因此。 巳 
经是 e 到 t 的. - t 同构. 

假设 [ F : F ] < w 时，命题成立，其中川> 1」现在来看 [ E : F ] 
m 的怙形 . ㈨ 为>】，听以 7( r ) 有一个次数大于1的不可约凼 
式 〆 ；)（否则，/(』）在 Fi . x ] 中已经分解成/2个一次因式的乘积， 
xk ^ j [ K ： F ] = ^ > 1矛盾 ）■ 设 q G f ： 是户 U ) 的一个根 t 则 
[ FUi ): F 」r > 1,其中 r = deg ^(. r ). 显然^是八工）的一 个根. 
H ? f E 是 / U ) /£ F 」. 的一个分裂域，因此 

/( x ) = c(jc - a [)--(.r - Qr)( .r - /?,) …（: r _ 氏-/)， 

其屮 t e F ( «! ) . 1 ^ ^ ^ ^ E ， K 民豆 F ( a } ) , 1 ^ ^ ^ - 

/ . 山于 f ( .r ) 也可看成是 FCq ) 上的一个多项式，并& 

E =厂（。〖，…， a 卜 U 
= F ( a 丨 ■ U 
二- FUtMA ，…， /H 
闪此 E 是 /(. r ) 在 F ( a { ) 上的一个分裂域- 

山于 〆 d 作 F [. t ] 中不可约，因此容易肴出， U ) 在广[/] 
屮不 p f 约，轧 yk : gp "{ x ) ' dcgp ( j : ) = r ，设取是 〆 "（」■)在中的 

-个根 .M h 面的道理，广是 ./ U 在 KCiS ,) 上的 -- 个分裂域 .令 

(Tt : FH . 一 F ’（ 内 ） 

k L r i 
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由丁_ F [ a x \/ F 的一个举是】…，< j , 因此 q 足映射.山干 
广 （ A )/ F 的一个祛垦] 4卜…氺 ' \因此 A 是满射和争身 h 容易冇 
接验比 q 保持加法和乘法，从而~是域 FUJ 到的•个冏 
构，山于 

: E ： F ] = UU _) J [ FU 山 F | > | E : F (〜） I , 

因此 [ E : FU t )] < "/， 根椐归纳假设，域 FU ,) 到域 fh ) 的同构 
^可以幵拓成域 E 到 E ' 的一个同构， 

根据数学归纳法原理.命题得证 . □ 

推论6 设 / U ) 是域 F 上的> I )次多项式， E 和 / T 都是 
/( 』 ） 在 F ■上的分裂域，则 FGfT ， 且存在£到 f 的-个同构 7 , 侦 
得7在 F 上的限制 Ty . F 为恒等映射. 

证明 在定理 5 屮 ，取 〆 = h 取 <7 为 F 上的悍等映射，则 7 可 
儿拓成 1到的一个 N 构7.从定理5的证明过程看出，》? If 是恒等 
映射. 门 

定义 4 设是两个域扩张，如果 存在域 K 到 
的… 个间构 （或同态）心使得 7 /在 F 1:的限制为恒等映射，则称 
7为一个 F - 同构 （或 F - 同态） - 

注：（1)如果/ ( ^ ) G FLr ] 的两个分裂咸 E 和是 F 的同一 
个扩域 K 的两个子域，则 E 理由如下 :我们有 

f (. r ) - < ( 』■ - u 〖 ） … - ， u ? ^ E , 1 : （9) 

/■■(.，）二 j( x - /?[)■■■(./ — 氏 ） ， /? f e f ， 卜 （丨 ‘ n 

( 10 ) 

由于 E G K f K ， 因此 （9)、（10) 式都是 /(」「） 在中的因 
式分解，由于是唯一因子分解整环，因此 c --- 且 
[3 } f 是 …， G 2，…， A 的一个排列」从而 

E = F ( «■ L ， tr 2 T …， cO = F ( 凡 ， /? 2 ， " '，凡 ） _ K . 

(2) 如果域扩张 K / F ■的一个中间域 E / F 是一个多项式/ '(. r ) e 
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F[.r i 的分裂域.则 £在 K 的任意一个 F - 自同构 7 /下保持不变，即 

7 }( 1 ：) L 理由如下 ：沿于 

m r ( r a } )(,r - a 2 ) r + m —〜） ， cr y G E , 1 i ：：： /f , 

cm 

li ?? 是/ < 的一个 F ■-自同构，因此据一元多项式的根与系救的关系 
可得 


/U = rj(a \) )(,i - r }( a 2 )) - -(.f - ?/( a „ ) ) , (12) 


其中 e - rj ( E)A 


” ■设 f ( _j ) = ^2 o , r l , M'J 

, fi 


l 

r (^ r ) - V r /( a f )y = 二 f { r ). 


ii 


ih 


于是从 （12) 式看出， /(/) 在 ^( E ) 上完全分解成一次因式的乘积. 
又由于£ = _ F ( a ■，… ，〜） ，因此 〆 £) 二 _ F ( 7/( 〜 ） ，…， 〆 〜） ） ■从而 
〆 £■)是 _/ U ) 在 F 上的一个分 裂域. 由于 E 和 〆 E ) 都是 K 的子 
域，据注（丨）的结论得， #£：) 二厂. 

现在我们运用分裂域的砰_论来研究有限域的结构.我扪在第一 
章 §3讲 r 构造冇限域的一种方法.设？「// ' 户为尜数.作 iu ] 
中找一个，『次不吋约多项式 " K 则 Z , U ]/ UU ) 是一个岔， 


个元素的有限域 t 令 w = / h ( w ( r )) ，则 


/^[-^ J/( 




e z p , o < 7 < ^ 


= 7^ P [ W .1 ^ Z〆 w "K 

卜_述构造有限域的方法是非常好的.不过我们要问：刈丁—任点素数 
/>，任意止整数"，在 7」 p [ ir : 屮-定存在”次+吋约多项又码？问答 
娃诗定的」币旦还吖以求出 t ] 中首项系数为1的”次不讨约多 
项式的个数 N p (")( 参看 R 丄 id [和 f LNiederrciLer 著 《Iiitmductfon ro 

finilr fields ^nd ilieir applications ( Revised etliiion )》 第 86 取的定理 
3.25, Cariibri ^ gt 1 11 mverity Press , 1994 年），这表明 // 元有限域是 
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-定存在的.下_我们想用刃-种力_法旺明 ■< I限域的存4:性，同时 | a 
以揭小 〆 乂有限域的唯…性.广生这只一种力_法的想汰来源如下： 
上述7儿有限域 / v u ) 的朵法群是 v - 1阶循环群 f 于足它的每一个 
兀素 a 满足1,从 iM / = ^因此 ^ u ) 的每-个兀素都记 
/"、 r J 中的多项式/ - 』的根- TJZ - Z ,{ u ) 包含 r / _ j 的仝部 
根，山此得出，:^ u ) 足？ nv : z /5 上的一个分裂域.这就产1: 

明 V 儿有限域存 在的另…种 方法. 

定理 7 设 " ，，户 为素数，则7儿有限域-定存在 .； H 丨 U : 
?息两个 7 元有限域都是同构的. 

证明 #在忭.据定理4,1[/]巾的多项式/ - / (\- ' L , ± 4( 

-个分裂域则/ - ^在 F 内恰好有 rv 个根.由于 

W 1 - l-y = q . r q ~ l - 1 二」 ， 

因此 （W - /_.(/- / T ) I ,从 iflK〆 -. r 没有黾闪式（吋#宥斤维 
声编荅《卨等代数 （ K 岍） >) 第〖54页第2题的第 （5) 小题）.因此. 〆 '- 
,的^7个根两 两不同 ，设它们为 U| …….，.则 £ = 7士 、'< x 2 ' …、 
% ) ■令 


山于 

( a ! _ 气， 

1 v = wr 、 、当 ^ ^0- 
㈨ 此 A - 七 G K ； a ia / e K , 当~户 0 .从而 K 是 E 的了域■由于 
T e ZdiMZ , ，中任一儿素 f = n C K , 从而 K 是包含 A 和 "2. 
…，％的一个域.丁迠 

K 7^ i {a l , a 2 r + a *^ if ) E ■ 

山此推出 这址明 f i ： 是1、儿素的域，它圮 Z ；1 [. r ] 中多 

项八 . V ." - j . 在 Zp 上 的一个 分裂域 - 

iifT .忭.设 F ■足仟总■个7元有限域^表，」4'的单位元素-由 
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T - q - 闽此 F 的恃扯足少令 

= HU *、 … A p - J ) 户 1 ■ 

矜 M 验 i 止 Fp 足 F ■的-个子域（称 f , 是 F 的 m 域）. Flfi (也阳1衮示 

¥ 的单位儿，由于进 7 - 1阶循环群，因此中毎一个元满 
足 W 1 二1 .从而 W = 1于是 F 的全部儿素是中多项式/ 

- . r 在 F 中金部根，因此 F 是/- r ^ F , 七的__ ^个分裂域_容姑验 

i ]| : . f CF ：! 是/^到匕的- 个同构 . id _/■( r ) =」。 —.r € 7 V , V J , 

则 r ( r ) - ? - 、r e F P L ，」，据定理 5 得/可以开拓成 f : 到 F 的 

-个间构.闪此 E 2厂再据 N 构的对称性和传递性得，仟意两 t 7 

儿仅限域都冇 N 构. 「」 

T q = /， . /■为素数，由于任总网 t - q Jt ^ 限域都问构.因此 

我们可以用匕表示7元有限域 ，或杏 记作 Cl '( ") ■有限域也称为伽 
罗瓦域 （Galois fk . khO ，因力有限域足由伽罗瓦首先提出的. 

域 F 上的--个” U > I )次多项式. /(. r ) 的分裂域 h : 是 -、个域 
扩张 E / F ， 使得/(.』）在 JP 内完全分解成一次因式的乘积.我们知 
m ，/ u ) 萏 先吋以 分解成 Hr ] 屮的-些不讨约多项式的 乘积： 

/ ( t ) - ） …了）（其中 : U 2, + 必不 

N). 旣然 f (. r ) -{ f . E 内能完全分解成一次因式的乘积，那么与然每 
」\m -二 1 ,2，... 也可以在 g 内完全分解成一次闪 式的朵 
枳.由此冉大 m 设想 - 下：可不可能找到 F 的一扩域 K f 使得 F「_-d 
中仟意一个在 K 中有根的不可约多项式都吋以在 _ kU ] 中完全分解 
成一次丙式的乘积？我们来探讨这个问题■首宄给这种扩域 K 取一 
个名宁： 

定义 5 -个代数扩张 称为正规扩张 （normal extension ) , 
如果 F [」] 的任，在 K 中存根的不可约多项式都可以在 K[T ! 中完 
令分解成一次内式的乘枳 ■ 

我们冇 K 述结 沦： 
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定理 S t 有限扩张正规扩张当11仅当 K 为 Fy 」 的 
-个多项式的分裂域. 

证明 必 m 设 k / f 是一个有限正蚬扩张， 如 m ” 二 
U 则 K = F , 没什么可证的.下面设！ K ： F } > 1. 于是存在 q 

但 … F F ， 令二 打叫），则 F'/F I 单代教扩张，且 (_ F L :> 1- 
据定理3得， [ K :/^] < [ K'Fj - 从而可以用第二数学担纳法证明， 

K / F 有一个中间域的有限 升链： 

F - F (i F, F, ^ - ^ F W h = K , 

使得尸 。 i / F .. 为单代数扩张，/ 从而存在 Wiaz ， …， 

a , e K , 使得 

K FCu 】）（ 七） … (V_1 )(K) ■- F(o ■ 卜 a 2 ，'” A-i ， 0 \) ， 

其中 a d 是 F 上的代教元， / = 1 ，2,… o ' 设 ) 是％在 F 上的极 

小多項式 t a 二].2,+，、_令 

fi-r’）= … 户 >(■?■). 

由于 K / F 是正规扩张，因此每个不可约多项式 AU ) 在 K[a ] 中能 
完全分解成一次因式的乘积。从而/(』 ） 在 K [ r j 中也能完全分解成 
一次因式的 乘和： 

/(.v ) = {x - A)U - … （JT U 

于是汉 € K ，！ 1，2, …， ^ 从而 K . 由于〜是 

r ) 在 K 中的根，当然也是 _f(-T) 在 K 中的根一 =1 ，2 ,… ， .s t 因 

此； a L , ，…， 《 J L ,… t A 卜从而 

K 二 F ( 〔， ■ ， …， g_ 、）C F (p 丨 ， 見 1 ’ ■ ■ ，芦" ） 」 

综上所述得 ， K = F ( U : ♦… H 据分裝域的定义得出， f < 是 
j ( j ) 的分裝域， 

充分性1设 K / F 是域 i 7 的一个>丨 ） 次多项式 ./ Xr ) 的分裂 
域，设 〆 /)是 F[.i J 中一个不可约 多项 H /】 U _) 在 K 中有一个 
根我们来证 〆 」）在 K [ ^ ] 中能定全分解成一次因式的乘积■设 
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K / K 是 〆 / ) 在 K 上的分裂域-容易看出是 )- 
/(, ) M 』 > 在 F 上的分裂域-设戶是 〆 7 ) 在 E 中的任一根，则 F ( a ) 

〜 /，（#)，并 a 有一个同构映射7满足 1/ U ) ■ /?，以及？ U ) 

V ^ e 根据定理5, 1?可以开拓成/>0 ) 在 F ( a ) 上的分裂域 K 到 

〆 _r ) 在 f ' ( /? ) 上的分裂域 i ; 的一个 F - 同构7，即 E 的一个 K 自 
同构 L 因为 K / F 是 yu ) 的分裂域.且 K / F 是 E / F 的一个中网域， 
据上面的注 （2) 得， c ( K ) = fC ■由于 O ' G K ，因此/? = y { a ) < r (< z ) 
K . 这证明了 〆.「） 在 K . J j 中就可完全分解成一次因式的啦积 ■ 
从而 K / F 是正规扩张， =1 

下面我们介绍域扩张理论中与多项式有无吏根有关的概念- 
定义6 F [ r 1中一个不可约多项式 />( r ) 称为 可分的 
(separable ) ，如果 /j ( 』 ） 在它的分敦域内只 為单根 ， F [ 』' ] 中一个次 
数大于0的多项式 _/(』 ） 称为可分的，如果它的每一个不可约因式是 
可分的.换句话说，无重恨的多项式称为可分多项式」 

定义7 设 K/F 是一个域扩张 w G K 是 F 上的一个代数元」 
如果 u 的极小多项式是可分的，则称^是在 F 上可 分的； 否则，称《 
是在 F 上不可分的- 

定义8 —个代数扩张 K / F 称为可分扩张 (separable 
mension ) f 如果/<的每一个元素在 F 上都是可分的；否则，称 K/F 
足不可分扩张. 

定理9 一个有限扩张 E/t' 是可分正规扩张当且仅当 E 是 F 上 
一个可分多项式的分裝域 t 

证明可看聂足犯、丁石孙著■(代教学引论（第二版第 222 货定 
理11的证明. 

习题 3.1 

1+设 K / F 足一个域扩张 ， G K 且 a j 是 K 卜-的代数元 ，证 
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明 W i 卢，咕 （ 冲 — t 0) 都是 F k 的代 数元； 从而 K 电尸卜,的所 
有代数兄组成一个 + 域，称这个域是 F 在 K 中的代数闭包，记作 K. 

2. 求 0 、-]中下列多项式在 Q 」的分裂域 . 艽且求分裂域住 Q 
L 的次数： 

( 1 ) f(j') = (-r 2 - 2 ) { r 2 - 3 ) ； ( 1 ..、 J { 又 ） 二 a - 4 - 2 — 

3. 设 " 是桌数々的方幂 ， fi G 尸 (V) 足 GF(q m ) 的子域 . 

(1) 证明，？是 w 的因 f ; 

(2) 设 /' 是 h 线性空间 GF(V f ) 的一个非岑线性函 

数 - 对 T a G GF ■(疒 ）， 定义 ⑽）： y( a/ 3), V/3 e 证明： 

(} f (< r ) 的毎… r 线性函数形如 /„ ，并且当 a 冬 y 吋，人尹 / 

§2 域扩张的自同构，伽罗瓦群，伽罗瓦扩张 


G 埋沦是通过域扩张的0同构来研究域扩张.-个基木 Id 
的足，说明在适当条件下一个〃次扩张恰好有〃个自同构 t 

段 j 足域 f : 到域的一个同态，则。当然也是£的加法群到 t 
的加法群的同态 t 在石到 / r 的所有（加法）群间态组成的集合 n 中， 
规定 

ricf 、 

(-1- (7, ) X - A ( 了 ) 十 A ( / ) , V .r ^ K , 

■dcf 

(.k<j) f 一 kcr ( jt ) , V Jf (r. K , 

其屮 A fr E ' 容易验证 j 对 f 上述加法和纯量乘法成为域 t .1: 的 
— 个线性々问 ，其 中零元素为尺到 f 的零映射^—— KT ，V』' e E， 
这 r 枣映射是 e 的加法群到 / r 的加法群的卜 n] 态，但它不是£ iti hy 
的环问态（因力它把 E 的单位元丨映成了 f 的零儿）- 

引理 KDeclekhuj 引理）域 E 到域 t 的 不冏的 间态组成的任 

一集合是在域 f 上线性无关的 ■ 

证明设；^ h 6 /I 是域 E 到域 t 的一■族不同的同态，它们也 
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都呵# 成是(加法）群同态 ja 取它们在域 f I :线性相关，则有一个 
冇限子集足线性相 X 的 d 取元素数 H 最少的线性相关的有限子集 

: £；1 , …， CT 山 

r 

并 iL 设 a 吋以由 J (:余向量线性表出，即〜= V；/. J ^^ J e / r \2< 


『从而 


Cf 1 U?' 






k^,(.r ) t V r G E 


在 （1) 式中用代待 h 得 


、i 


^ XV 


D k } f 7 l (^ry ) > V a ， ， ）■ C E 


向 f ^ 是环同态，因此有 

I 

二 芦人丄、 rs 人 y 、 ， V i , v €_ E 

r - : 

用。 3 (>_)乘 （ 丨）式两边，且从 （2) 忒减去这结果，得 

0 = ^]^, j r (. r )[ A (_ Y ) — J ] ( v ) ]. V j - , v ^ E 


O ) 


( 2 ) 


⑶ 


即 

于足 


0 


I \ t , r j 、 / 、 1 I 


办乂1( y ) _ ^ i ( y ) j^ r i - r ' V 乂 、 y € E ■ 


V ) k ,[ a s { y ) - 〜（）>]〜-◦. V ^ R ^ 


(4) 


由于；力，心，…， i 足最小的线性相发的有限子集，因此〜，■■*，〜 
线性尤关.于足从〔4)式得 


人 y 、一 〜（）_■)]=(■)， V v e E , I = 2, 


⑸ 


因为 j ,(2 u €，-)，听以存在 _v € £，使得 。人 y 、 古 〜（）），从 
而由 （5) 式，得 h = 0， 丨二 2, … 〆 ■山此得 H_h 


a 


1] k t a, = 0 . 
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这与 a , 是环 同态 孑盾.因此 k I .- ^ 1 是在 IT 上线性无关的 」 U 
定理1 设 t : 和广是域 F 的两个扩张.如果：:"，则存 
在至多个从 E 到 f 的 F - 同态. 

证明 设…是 K / F 的一个基.假如存在 " 十1个从 
K 到 tr 的小同的 F - 同态心 J 卜.则域 E + 1 个末知 S 

，…， _ T „ 的 J 7 个方程纟1=1成的齐次线件方样组 

( cr] )，j + … 十 ■: (J 

、■■■ 4 * * ■■■ ▼■■ 

+ f 7_ ( flf „ ) + … 4 f7, r (& ) .T J： - 0 

必有非零解，取一个非零解 , Cl , …， h ) € £〜 + 1 ，由于 y a 2 , mim , 
a > i 是 E/F 的一个基，丙此对于仟意 《 € £，有 

K 

a ^ 2 w 〜 G F， ; = l ， 2，.-，n 

j = l 

于是 

t <1 : - -0 f - ] I ■ 0 「= 1 

= S ( )«, ■= ^]。 …二 0， 

_r = L I ■ (I J 一 L 

从= 0.因此〜 ， q , …，〜在 f I :线性相又■这与引评 I 矛 

j -0 

盾.因此存在至多”个从 E 到 £ T 的 _P - 同态. □ 

注：设 「 E : F ] < …， 则当£ -- 0寸，域5到£的任一 F - 同态 

必定是 F - 同构.理由如 下：设 a 是域 F 到自身的一个同态，则 Kera 
足 K 的理想 ，从阳 K^ra - (0) hJc Kera - F •后者表明 f 0, 这勺 J 
足坏同态矛盾 _ 因此 - (0) .从血 cr 是单射.由于5是域 E 钊 E 
的 F - 同态，因此。是域 F 1.线性 空问尺 上的一个线性变换，又由于 
dim^K = [ E ： f ' 1 < oo ， 闪此从 C 是单射 W 推出7是满射，从而〃足域 

K 到 E 的 F - 冋构. 
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定理 2 UrUn ) 设£是-个域乂；足£的-个自同构群.令 

K = ； a ^ £ Irj( ^ ) = ^ T V ^ G- ^ i , 

则 （]) K 是 E 的 个 子域 ， 称 K 是 G 的不动域 （fixed field ) 记作 

Inv ( G ) . 

(2) [ E ： K ] 有限当且仅当 （； 是冇限群，此时 

[£：K 1 = 1 (; | ■ 

证明 （1) 设 k { . k 2 G 任取 r G G.^H 

( j ( k } - k 2 ) — <^( k [) - ^( k 2 ) - ^1 - k 2 ^ 

fj(_k \ k 2^ ) - <7(是 1)。（左 2) 1 = 是1 左2、 

因此 A I ki 、 k ' k :' ( K T 从血 K 是 E 的一 1、子域』 

(2) 必要件.设 [ E : K : 二1据定理1和注得，存在至多"个 E 
的 K - 自同构，从而 iG ' l = [£:/<]，下面来证等吁成立。设 I G 
=厂，1[设〔；二 1〜，.“，1「假如 r < [£：：K],M[£:K] > r ^ 1 + 
从而在 E 中存在 r + t 个元素 a 0 , ff ] ,--, a T 在 K 上线性无关，任取 a 
^ (7，域£上 r +丨个未知量 ,. j : 2 .…， 的齐次线性方程组 

r 

y ] < y \( a ,) x } = 0 

r 0 

< . ⑹ 

T 

\ o - r ( cf ；) ^ j — 0 

J o 

必有非零解.取一个非零解 （4， q ， …， G £ rll . R 它具有最少的 
非零儿■不妨设 6 u 4 0 ， 则从 

r 

0 

i = o 

可解出 

r 

1(0= X 〜（ I ) ， ⑺ 

r - I 

找屮卜_ - - , 1 ^ rA ^ J < r , G 中的单位元设为由1:式 




得 
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⑺ j 


(^0 ) 


I L 



- 


山于 a n , a 卜…，心 tEK 上线性 X 关，1? 彳此 h …~不能全厲 TK 」+ 
妨设^1 e K . T 是疗在~ € C ; 使得^(/^) ^ h ' Al ) A 中 T , 换成 
~吣，得 


-= 2^ < J ( '^( a , )6, ^ j 
■ 一 1 

网边用~作用得 

r 

A ( G 。） = Yt )〜（ O ， J : 1，2，.、厂. ⑻ 

■ 一 1 

(7) -⑻.得 

r 

0 = 2 a (。』）!_/，■ - r (9) 

I i 

于 & r 元齐次线性方程组 

r 

0 = h { a /} y ” j 二 l ，2，-、 r . (10) 

r 1 

■ fr 朴:零解 A - 〜（匕））， 在最前 面添上一个分 M o , 
则得到方程组 （6) 的一个非零解，把与 （oa - 

T ( b ') r 、 h r - r ( h r )) 比较.当 G = 0时 ，冇乂 - - -^ = 0-从而必 

有久々» = h 而 c 共0时，有卜-〜 （ \ ) = - - ^/ ( ~ ^ 

c 0 、 c 0 f 

它口 〔能为 L 也可能不为0,又由7 1 c 0 0 . 闪此 (0 , ~ -〜 Ui ) ,…，乂 
- ^( b r )) 的非嘐分最数0少于的非零分 M 数这 
…山）的取法矛盾.所以厂 ■= ： E ： K ], W\G \ = \ E ： K ], 
充分性.设 I :二「假如 l _ f ;: i <] > ^则 E 中存在「+ 1个元素 
t , „,〜，■■.,&在 K 上线性 无災， 由刚才的推汙过稈得出矛盾，因此 

厂:： K 」 r - ^ 
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推论3 设 E 4 K 是有限扩张 ，（； 是£的所有 K - 自同构绀成的 
免合，它 足一 1、群，如果 L ’ 屮 r ; 的不动域等子 K f 则！ c ;, =-- ，: f ； ； K ]^ 
证明 从定理2的必要件立即得到. I 1 

从推论3受到启发.引进下述概念_ 

定义\ 设 K / F 为任一域扩张 i 的所冇 F 〜 I :〗同构成一群，称 
它为 E / b 的伽罗瓦群 （Gakns gra L [ p ) ■记作 GaUE / F ), 

定义2 如罘域扩张£ /F 的伽罗洸群 Gal ( E / F)m 不动域等于 
则 E / F 称力一个伽罗瓦矿张 （Galois extension ) , 

从推论3立即 得出： 

推论4 如果有限扩张 E/F 是伽罗瓦扩张，则它的伽罗瓦群 
QK h 7 F ) 的阶等于扩张次数 [ £ : . 二: 

下 命我们介绍著名的伽罗瓦基本定理. 

伽罗瓦基本定理 设为一个有限伽罗瓦扩张， G 二 GhI (F： 
/ F )， 则 

(1) 在 （； 的子群臬； H : 和 E/F 的中间域集 I K 丨 之间存在一个 
——对应」让每个子群 H 对应于它的不动 域： 

H ' —叫 n' ( if), 

让每个中间城 K 对应于 E 对 K 的伽罗 瓦群： 

KXal ( E / K )』 

于是它们互为逆映射，即 

Gal( E/Inv( hT)) = H, 
lnv(Gal(£/K)) = K, 

( ii ) 上述——对应是反包含的，即 

H] ^ hT 2 Hy) ^ Inv{ H2) - 

( iii ) 有數量吳系： 

[E ： Inv( H 、 \ 二 - ! H !, 
f Im r ( H ) ： 1 - 
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( iv ) 若子群 H 对应于中问域 K , 则 H 的共轭于群 1 对应于 
K 的共轭子域 trCKhtj 6 ( V 」 

( v ) 设子群 H 对应于中间域/^则 N 是 G 的正蚬予群当 JLR 当 
K / F 上是伽罗瓦扩张. 

证明可看聂灵沼、丁石孙著、(代数学引论（第二版）> 第243 - 244 
页 

W 史 h 对 f 伽罗瓦扩张冇另一种定 义： 域扩张 E 称力伽罗乩 
扠张 . 如果 I :足 F 匕一个： tig 根的多项式的分裂域 . 这个定义与上面 
的定义2是等价的，即 

定理5 —个冇限扩张 F / F 是伽罗 洸扩张当且仅 Ji ：/ 厂是一 
个叮分止规扩张.或苦说，一 t 冇限扩张 i ： / T 是伽罗瓦扩张3 H - 仅 
是 F 匕-个呵分多项式（即无萆根的.客项式）的分裂域. 

证明 定砰5屮第 一 1、结论的证明可总显灵沼、厂打孙茗■(代 
数7引论（笊一版0笫245 然后 站合本 ¥ S 1的定埋 9 仙#到定 
现5屮的第二个结沦了 

在.苎典体问题中了利坩定规5的第二句话，常常比较碎易判断 
…个有限扩张 E / FJ & 伽罗瓦扩张 t 

在证明 1.. 述定理5的第一句话的必要忭时，主要用到下刖的引 

理2,而引理2本身也是很打用的 - 

引理2 设 RVF 是一个有限伽罗瓦扩张， G 是它的伽贤瓦群 ■ 

则 E 的任- 元素 。在 F 匕的极小多项式是可分的（即没有重 

根） T 而 n . … （〃.） 的仝部根组成的集合价奸足《在作用下得糾的所 

有像组成的集合（即，《的 （；- 轨道）， 

证明 设 D … ■ t ? 2 .… t ^ :足 C 在 G 作用下得到的咬 f tl 像 

组成的集 M (作为集合的元桌，…， t 两两+同），其中〜= 

1令 

g( r) = ( .? _ … ）（ J . _ - a rh 

对下仟 ■ g C : c ■入由 O 的定义知道 ，…， cjU ,) 是〜. 
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__ _ _■ 画 _ _ _ 

«■>■■•， \的一个排列 . 因此 g (，_) 的系数在 J 作用下不受.于是 

山 .） 是 FL ， 」中的一个多项式.下面证明 M U ) 在 F 丨.不可约.设 
/'(.r ) 是 F [ j ] 屮以 a 为根的 fT : —多项式 ./( 』 ） , i n + a x , r : ' ' [ n *■* 

— s ■川 cr ffHJ 十 y ( Q ) 0,得 

<7( o 广十… a ( o ) tJ . 1 + …! cr { ci ) 4 a t! = 0. 

W 此 cU ) 也是./_(」')的根 .VaG G . 即每个+都是 fU ) 的报 w = 

1 ,2 ，…， r 从而^ ■ ( ;') j J ) 」 丁 - 是# ( ^ ) /王 J 7 [ ^' ] 中的因式只丫 f F 
中的非零元和 ^ U ) 的相伴 t 因此^ ■(/) 4： K !:不可约.江尸 h . 以 
a 为根的首项系数力！的不可约多项式是唯一的，因此以」 ） 
wb ). 这证明了 w (. r ) 楚可分的，并且 m U ) 的全部根组戍的柒合 
恰好是 a t \, G 作用7得到的所冇像组成的集合 1 ^, 4 ,…，〜 L U 
定义 3 设 E / FJ & -个 TJ 限伽罗瓦扩张， E 屮网个7亡素。称 
为共轭的（ corijug ； m ； ) 、如果它们属于同-■条 （， M ( E / i 「）_ 轨道- 
由引理2立即得到. 

推论6 奵限伽罗瓦扩张 b ：/ F 的两个儿素足共轭的当4仅当 
它们在 F 上的极小多项式相冋- ! J 

设 _/ UO 是城 F 上一个无重根的"次 （"： > ]) 多项式，设£是 
/’(.r ) 在 J ; '上的分裂域.于是 K = F ( f^i * a 2 1 _ + + 1 ) t dj 为 /( x ) 的根， 

1 < , <： 据定理 5 得 j / F 是有限伽罗瓦扩张，再据引理 2 可得， 
£/ F 的伽罗瓦群 （； 的任一元素 j 引起 /'( j ，） 的全部根组成的集合 n 
上的一个置换 7 ^ 」 而 JL 显然对于 a ， r € G ， 有 ^ JT r = U 蛊 tr # r ， 

则^ ^ , 于是我们得到 G 到 S _ 0 的一个单同态 ipm \ ，从而 

Im ^ ^ 我们把 lm v V 记作 (;广 

定义 4 设 / (. r ) 是域 F ■上一个无重根的 >1) 次多項式， 
£是/ ■(<) 在 F 上的分裂域 T 则上述 （;， 称为 / U .) 在 F 上的 伽罗瓦 

群 ，或筒称为 /-(/) 在 f 上的群 . 

从上面的讨论知道 T / U ) 在 尸 上的伽罗瓦群 h 是 /(、 r ) 在它的 



域 jr 张的 g 同构 _ 伽罗瓦群， m 罗瓦扩钿 


分装域 E 中的全部根组成的集合 D 上的置换群，并 JL h 与 E / F 的 
伽罗 JL 群 Gal ( E / F ) 同构. 

如果 G 在 D 上是传递的，则 ./■(./) 的根 q 在下组成 
—个传递集，从引理2的证明过程看到 ， /_( _r ) ( .r - a ]) … （ J - a ff ) 

在 F 上不可约.反之、设 _/U ) 不可约，仍据引理2,含有 q 的传递集 
恰好是^的极小多项式 _/(_ r ) 的全部根，因而丨 Ql ：是在下 
含^的传递集.这表明 h 在 n 上是传递的，我们把这个结论写成命 
题7, 

命题7 设 JU ) 是域 F 上一个无重根的次多项式， 
则 / U ) 在 F 上的伽罗瓦群是传递的当且仅当/(」■)在 F 上不可 

约 ■ | n 

现办我们来决定冇限域的伽罗 k 群. 

定理8 设 y p 7i ，p %魏々 


则 CiMCF / f )) 它是”阶循环群. 

证明 从本葶 §] 的定理7的1£明屮#到，^是域匕 h. 的多项 
式 1 在 Fp 上的分裂域，并兑/ ，X 重根. 据定理 5 得. F < 7 / F fl 

足-伽罗瓦扩张.据推论4得，伽罗瓦群 Gal ( 匕/匕 ） 的阶等于扩张次 
数 I 

对于仔意^ F tI i # 

ftp ( a + ^ ) ( a — p ) 广二 〆 + 择 ？ 二 〜 （a ) + 〜（戶）’ 

… ( G/ ?) = ( ai 3)^ = 二 % U ) 〜（外 
内此〜是环冏态，任取 y € Ker 〜，则々（ /) . 0,丁.是 〆 = 0. 山此 
推.山/ = ( U 用此⑴；.从而％是中-射 ■ 由于匕是布限集，因 
此％也足满射.从而 々是域 \的--个自 R 构■对于仟意 "C U 

L 人 J 此^是-个匕 - 內同构 t 从而〜€ 



!^4 第三豈 疫扩 也及 HB 问枢 


( ral ( F r /' F ,). 

对任点 ^ e 匕，有 

4( a 、 -- (X p -■ a” = U ■ 

闪此 < 是匕的忉等变换 u - 1 阶循环群，没$足 f 〗 的 q : 成 
儿，则当/ < w 时.冇 

^ ^f 

从而 C \ ) 的阶为 ". 因此 （ F^/F^ ):〈％>■ 二 I 

^JEJ! 8 中的 ~ 称为心限域匕的 Frobcnins 自同构 (Frol 

aut <^ morphtsm ) . 

定理9 设 " 「 p Ji , P 为素数.令 


a 1 — 

则 （ hi ( 6广./ 卞 ■: , ) 二〈〜〉 ， 它足川阶循环群. 

证明类似干本章§ ] 的定捭7的证明可知 ，域 L 的多项式 

- f 无蜇根 .由 f 域 F / j 它的子域6的单位元足同 -_ 个儿素，因 

此/ - jr 也可 苻成是 匕！：的多项式 - 』.，而店者在匕卜-的分 

裂域是~= F ,/,, ■从而、 〆 _ - . r 在匕 上的分 裂域是厂广于是 
F tr /F u 是伽罗瓦扩张从而 

! GaW "/ f ) I [ F /fJ ： Fj = //i - 

容易验证，心是环I司态 ， 艮 CT ( ，是单'射，从而也是满射，因此％是域 
F . 的一个自同构.易 知〜是 匕- U 同构■从而％ G Gal(F r /F ,)- # 

易 i[l_: 明，〈\)的阶为 m ■因此以（厂/’^) = ] 

习题 3.2 

1 T 设 /-(J ) _■ ， 3 - 2 f Q . 」■]， 
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(1) 求 /' U ) 在 O 上的分裂域 F ; (2) 求 C ； al ( E / Q ). 
2. 求有限域 TV . 的伽罗 K 群 

§3 本原元素，迹与范数 


一个存限扩张如果是单扩张，那足我们持别感兴趣的， 

定义1 设 K / F 是一个冇限扩张，如果 K = 则称 o ■足 

K /F 的一个本原元素 （priniiiivo ck ^ nuMii ). 

设 q = p ' p 为桌数.打限域 F 。, 的非零元蒺组成的乘法群圼 
術环群，设 a 为的--个生成儿 JillM 然冇匕 二 & U ). 于是《为 
匕/匕的一 1、本原兀素，但是匕//^的.个本原儿素小…定是广；的 
卞成儿，例如，二匕： rj / (/十」十 1) :=匕（ ? ,），其巾"--?，1 
(，十』+ 1 MM 此"是产^ ， F 5 的一个本取记素■但足由丁 ： I " 1 
I = (J ,因此 w " ( 4 “ 十 4 ) = 4 u 2 -t 4 ^ = 4(4 u 叶 4 ) + 4 " 二 K 


从而^足 _ F & 的3阶元，丁-是^不足的生成儿」 

考虑 U : -冇限域 Fy 卜_的有限扩张与 I :述讨沦 一样， 由 

于 F 〉, 足循坏群，设它的一个生成元为 匕则 F y U ). 从向_ $是 
F . / F , 的一个本原元素.但是的一个本原元素不一定是 

^ V y f 't 

的牛_成兀」 

从丄述 W _ 论肴出，有限域1:的有限扩张都是单扩张- 
F 面我们来介绍阏个重要的概念 ：迹和 范数- 
定义2 设 E / F 为 -个冇限伽罗瓦扩张 ， G Gal ( LVF ) ■对于 

j f : 一 。 f £，令 


Tr 


F./Y 


a ) 


dcf 


a ) ， 

AG 



N 




dcf 


I I), 


.T (7 


( 2 ) 




沖 j 你 Tr r ^ ( a ) )^： a 的迹 （ min ) ，称 Nr 是 a 的范数 （ norm ). 在 
^卒丁起含混的情况下，它们可分別 i ■己作 TfU ) 和 NU ). 

D 然要问 TrU ) 和 NU ) 属于哪个域。仟意给定 _ o e 设《在 
F 上的极小多项式为 mU ), 它的次数为^山于 E / F 是有限伽罗瓦 
扩张，因此根据本草§2的』砰_2得没有重根，而 a 的 

争部根组成的集介恰好是^■的 G 轨道 G U ). 山于 M ) 的全邰根 
的和等于 "U 的 r - 丄次项的系数的相反数，因此 Tr ( a ) = 

» U ) € 又山于 mlr ) 的全部根的积等于 " U 的常数项乘 

■ iff - 

以 （-ir ， 因此 NU ) = "I l ^( a ) ^ F \ 这表明 Tr 和 N 都是 E 到 F 的 

映射，这正是它们的威力之所 在：把 K 中的元索“变”成 F 的元素.不 
仅如此，它们还有很好的性质 . 

命题1 设 E / F 为-个有限伽罗瓦扩张 . 「 E : F 」= = 

( ;只1 ( E /F )- 则对 壬意 a - 丨 G K .u F , ^ J 

(1) TrU f 」■■?) TrU ) 卜 Tr (/3); 

(2) Tr { aa ) = aTr ( a ); 

(3) Tr ( ti ) --■ na ； 

(4) NU ;?) = N ( a ) N ( J S ); 

(5) S ( aa ) = ci fl N ( g ); 


⑹ NU ) = 

证明 （ 1) Tr(a 4 ^3 ) - 4 P) = yjl^(a) ^ 々 ）] 

=- 1 > U ) + TrU ) 十 Tr (/ 5 ). 

⑵ Tr (出 /) = = ^]( r ( a ) a ( a ) 

CT € < j T C . *" r 

二 - ^]aa{ a ) = o Ti(a). 

(7 t [ r 

(3) - (fO 4 以类似地 i ■止明 - 


从命题 l 的 （0 和 （2) 看到 ^ Trli 域 F 上线性空间 E ■丄的 一个线 
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件凼数，称它 :迹蚋数.令 

. . d?f 

■/■( c ，，9) —= Tr ( O -/?) t V a . t K . (3) 

敁然 /. 是 F : h 的刈称双线性函数. 

定理 2 设 b ： / F 为一个冇限伽罗九扩张， [£: F 」 ” = 

GalCE / F ). 则利用迹函数定义的对称双线性函数/是菲退化的 
证明取£的一个基 u ， a 2，，由丁 ■ l K : F "」 ="，阿此 | G 
[E ： F \ -"，设 G = ; tr ] ■ cr 2 t …， a " : ■ 

fUj ) 在基以，〜，…，& r 的度量矩阵 a 的 （/,_；■) 7 ii 为 

■/(uj ■: 1 >( 叫 ） _: X! 〜 U 凡） =V] )cj ：(^ ) , 

/ 一 1 ■■ I 

今级矩阵「）的（ ？ ./)元为心 U ,)， 则 

f ? >*1 

A ( / ； j) - V) ^ ) - ^ D(i ； i) n(j \ D 

: =■ l j •: i 


ti 

= 工 DC/;/) 厂 /(/ ;J ) = (or/)(/；_/). 

.■ - 1 

由此得山" \ = Dry . 

根据本章 §2 的引 Jl l(Dedckmd 引埋）， u 2 ，…，&在域 A 卜. 

是线性无关的.芩虑域£上的线性方枵组 

DX =()■ (4) 


假如 D 不可逆，则方程组 (4) 有非零解…， q )' 丁-是 




(… 

) 丨 

1 (7 Z (a [) ] 


乂 

( ^ 1 ) 1 


1 

1 

1 

{• a 、 

)： 

) : 

i 


( a 2 ) 

1 

二 0- 

1 

h 

] 

■ 

■ 

! 十 

1 

■ 

1 » 

+ … 1 

1 

% 

1 

1 

1 

f 3 


)； 

1 

j 


1 




⑸ 


f [ 取 /3 € F ： ，设卩 -: yj /jjdj , h , € F,j - 1 ， 2 ，，则 
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V ) ( y ] c 7 o 7 ( ) ) = ^2 h } Q = 0 , 

: 3 - L } = 1 

山此推出 ， d = tL 这表明 〜 ，…， 心在 e 上线件相关 …不 '盾， 

■ 1 

因此 D 可逆.从而 A 也町逆，于是/_是廿.退化的_ □ 

推论3 设 E / T 为-•个有限伽罗比扩张」 E : F ] = t 则迹函 
数 Tr 是满射. 

证明由于用迹函数定义的对称双线性函数 ./ Ud ) 是非 退化 
的，因此 Tr ，0. 从而 ImTr 尹 CK 由于 In /1' rii 域 F L 线性卒 W K 的 
子个:叫，耐 din^F _= 1，. L 1 din ^( ImTr ) / 化因此 cHm F ( ImT 「） 二 1『 
从而 ImTr = F \ 这表明迹函数 Tr 是满射. II 

现在设 F 二-是素数户的方幂 ， E 二 GH 广）■从本亭 
§ 2的定理<?知道， GF ( V 』）/(; FU ) 是伽罗瓦扩张 Jt •叵它的伽罗 I 七 
群 G = uj , 它足川阶循环群，据定义2得.对于任一 r cm ), 
冇 

Tr L /jF ( ^ ) = cr + W 十 4 …十 ， ( 6 ) 

N r , P C cr ) = a^a q … = a ^ - (7) 

如果取 F 二 F^E - 厂广则对干“€ I 7 〆 . 有 

T ' rj ...〜（ a ) = u + 〆 斗 / + … _ (8) 

今后我们把 F p r / F / f 的迹函数称为冇限域的绝对迹函数，就记作 H 
把 F - / F fJ 的迹函数 Tq , r 称为相对迹函数- 

y V r lf / r 

定理 4( 传递公式）设 £/ F 足个有限伽罗瓦扩张， L 足-个 
中间域，即 E ^ : Ft 则对于任1〔 E ， 布 

Tr F / y ( a ) ■--- l \ / F ( Th(a ) ) ， 


⑼ 
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llh 明看 P - M . CV>hn CAlgebra , vol . 2 ( Second Edition )}/ 

习题 3.3 

1+ 找出 GF (27)/ GF (3) 的一个本原儿素， 

2. 证 明：对 于任一 ^ G OF (2”/ GF (2), 冇 

TrU) Tr(V )」 

i 设 g 是有限域 gf ( 7 ) 的加法群 = / 为素数.设 e 是复 
数域巾的个本原/>次单位根.任意取定-个^ 令 

厂 一$ , (11) 

其屮 Tr 是 GF ( q )/ GF ( p ) 的迹函数 （把 GF ( p ) 看成 &)■ 
til : 明：⑴ I 足加法群 G 到乘法群 ( T 的一个 同态； 

(2) 如果 a €： GF ( q ), ^ a ^ 6,则 

X “-共 ■ 

(注 ：对于 7 6 定义$ - r 容易看出这个定义是合理的 .） 



习题的提示或答案 


引言的习题 

1 . 假如 m = /;有解，两边左乘 U — ■，得 J :二“一 1 k 把/ w ^ " 1 ^ 
代人，原方枵左端为 〆 右端相等•从而/ =。 1 ^ 

- />的解，并巨它是唯一的解 ■ 

\a = 〃有唯 一 ■解的证法类似 ■ 

2. 等式两边左乘， _( 或右乘« -1 )即得， 

3. 否.因为3不是可 逆元， 

4 + 1,3,5.7. 

* 5. 利用 u ，/" ) = 1当且仅当存在 n，e z ， 使得 ⑽ t … = 1- 

第一章群 

习题 1.1 

1 .用 <7表示绕顶点与底面中心连线转角为 f 的旋转■则正卜二 

棱锥的旋转对称（性）群 （ ；为 

(j — i I ^ = (J ， 1 ， 2，…，11 ! + 


f ； 足循环群， 

2 + JJ g = I / u W ， n，ry U :， 

K 屮^足绕 _〗 hA 边形屮心转角为 I 的旋转，〜，■ + .，〜是关于毎一条 
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讨称轴的反射，共冇6条对称轴：3条主对角线，3条对边中点连线. 
fT i 是的成元，它们适合的关系有 （ T 6 f ， -」 I , T ] az ] ^ 

1 J ^ J _ 12, 

3. 画出图形，说出 ir 表示 X 于哪一糸对称轴的反射 (j = 1.2, 
} A ). ni \- nnA .^)(< 7 2 r ) = ^ 4 , 

4. 用 a 表小绕-个顷点与对面屮心连线转角为^的旋转 ， ； = 

1,2, 3. 4;用 A 衷示浇对棱中点连线转角为^的旋转 u = 1，2,3.则 

«• 

正四面体的旋转对称（忭）群 G 满足 G \ \ ^ i -4, 

1 <； j d 

用夂.衣示正四面体的顶点，并 R . 使成右亍螺旋方 
向.则 G 中任一元素/使 A ! 4 2 A 3 4 4 或者仍成 A f - 螺旋方向，或荇成 

左: J 1 螺旋方向山此去证 y 或萏为某 个1 或4,或者为某个 / r 从而 
(; 恰好由 ll 述12个元素组成」 

>： 5. L 表小绕 iK 方体对 Ifil 屮心连线钤角％号的旋转: 1，2, 

3;用 . s 及示绕上对角线粹角为^的旋转 ， J = l ，2 t 3,4; 用〜 厶示绕 

对棱屮点迕线转角为^的旋转^ = 1.2 J ,4,5,6 ■则正方体的旋转 
对称(性）群 G 满足 ■沁， V 0， 〜丨 1 < ；<3, l <； i < 

4 J \ .类似十第 4 题的力•法可 iiH ~恰好由这24个元桌组成『 

6. U ( Z ^) - ,阶为& 

*7. 山引的七题第5题的结论即得 t 
8.(1) ii 算 W 和 A ； 

(2) A 々示的旋转 A 保持顶点 （） 不动，再找出 A 的一个点 
M ， 则 OM 就是 A 的转轴.设点 M 的坐标为 X 二 （/■ j 2 , u )' 则 
AX = X ■即 AX X . W (/ - A)X : 0 .由此 解出一个基础解系为 
( 1 ■ - 】 ， I )' 丁■是点 M 的坐标为（1，_丨 .！）' 
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/I 2 3 4 5\ /I 2 3 4 5\ 

9.(1) ^ ,^2^1 = - 

^ \2 4 3 5 1/ \l 4 2 5 3 / 

(2) c 7| = (13542), 二 (143)(25). 

(3) = (12453)， a lC r 2 < ] =〔325)(14)』 

⑷ q 二 (12)(14)(15)(13 )；^ z = (13)(14)(25). 

(5) a t 是偶置换， a 是奇置换」 

10 - 因为 （ / i j …?V ■ L M /, )( M i } - … “)（i 山） ， PJi 

以 r - 轮换为偶置换当丨彳_仅当「为竒数 了 
11* A , - KD ,(123),(132)； ； 

Aj = 1(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (123), ( L 12), (124), 
(142) ，（134),(143)，（234)， （243 )L 

12. 仟取々 G 丨1,2, …， r _ 1: , 去计算 （ rm ’ UU )]; 此外去 

i 卜算 （ T(yr " 1 ) [ r ( ^- ) J . 

任取 u n \ ■: r ( 、 ） r ( /, ) 丨 ， 左计算 （ r ^ r " ’）（“）』 


习题 1.2 

1 . ( 1) 去证 Av ” - ki AZ ， 又 V . 然0 6 AZ 」 

( 2 ) kfn - 从而 々 Z = ( k ) ^ 

2. 必要性 . 任取 hk G 册，设 hk 的逆为 hh ， 去证从 G KH, 
R[f[] HK cl K 仏同理 KH^ HK. 

充分性.任取 e 紐 < ，去证（ / 21 ^)(/^ 6 ) _1 € HK y 

注意利 用条件 HK - KH . 

■ 

3 + \ 1 ， i ) - : W 4 叩 ■ £ z ； 

4 . 棋盘的对称 （性） 群 G = ■ ildtrMDl ■ ，其中 a 是绕正方形的 

中心特角为的旋转 a 是关于对角线的反射 j = 1 ， 2 - 

5. 我 ffj 已证 S 。 = <：02)，（13)，"-，（1乃）>『因此只要对丁1〔 

■ 3,4, -- T n \ ,^ h \ L ( lk ) 可以表小成 （ t2) ， （23) ，■“，（”- 1 这些 
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对换的乘积（它们可重复出视），例如， （13) : (23) (12) (23)，这里利 

用 f 习题 1. 1的第12题的结沦， 

(2) 据第 （1) 小题的结论，只要去证 U k —1) 可以 表示成 
(12),(123- wO j 的乘积車:复出现）， -" < j < 1注意利用4题 
1-1 的第12题的结论，例如 

(23) = (123-1)(12)(123 …幻' 

(34) = (123 ）（23)(123--.") ’， 


6. (1) 由于 S ', =- <(12)，（13)，…（1幻），且偶置换可 表小成 偶 
数个对换的乘积，因此只要考察 （ n )( ij ). 

^ (2) 只在去证任一 3 -轮换 （ W ) € <(123),(124), …，（12«)〉- 
注意利用习题 1，1 的第12题的结论. 

7. 计算 A 2 ， A 3 , A 4 ; j R 2 ， B 3 ;( AB )' 

8. G 中任取两个非单位元去证注意2阶元的逆 
足它自身. 

^9. 用反证法，假如 G 没有2阶元，则每个非单位元 a 都有 〆 
去计算 I ~ I . 

，10 .在 if (//,„) 中，用 Lagrange 定理的推论（关于元素 的阶乂 
11+6的正因子有1,2,3,6.因此6阶循环群〈以的所 有了群为： 

I e i 人 人 a 1 ) 人 a) - 

12. S 3 的所 有了群 为 

S ( l ) i ,<(12)),((13)),((23)) f <{123)), S 3 . 

13. (1) A 4 的所有子群为 

i ( l)i ,((12) (34)；, {(13)(24),''.((14)(23)), 

( U 23)) ,((124)) A (134)),((234)/, 
i ( l ),(12)(34),(13)(24),(14)(23);, A 4 . 

★ (2) 假如 H 的 6 阶子群，则 H 必含有 3 -轮换， f 7 屮3 
-- 轮换的数 H r 为偶数 T n _ r = 4或分别 K 论 r - 4 ,r = 2 的情 
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形，去得出矛盾. 

- 14. 1 正 H 「I /( M . 则 M < H . 设 H = Un 去 itf: 

j i > 

- U/^K JL / it K n f^K = 0 当 Z 户 /. m 十算 i 、 

I -(> 


习题 1,3 

1 ■令 /: R —- - R 1 
x 1 - 

ii ■正/_是双射，邑 / 保持运算 

2. i - il -算^ 1 .;- 2, 3,4.5,6. 从而知道，乏的阶为6.由此出&去 
说明 L r ( Z ,> = Z ,. 

3. 考察 L ； ( Z ,) 圮否为循环群，然后运 m 关于4阶群的炎: M 的结 
论- 

4. 考察棋盘的对称（性）群 G 足仵为循环群 t 

^ 5. 让等边二角形的对称（件）群作用在顶点集 n = \^, 2 t 
3丨上，可得 f (123),广+(12)1于是可建立！^到^的一个映射./\ 
易看出/足双射别写出1)3,5： 3 的运算表（注总让 D 3 与 Sj 的元素 
的排列次序相对应），比较这两张衣可知厂保持运算，从而 

6 .违之到自身的一个映射 rrv—r V 
充分件 .. 去证^是双射，艮保持 运算. 

必妥性，任取 e G , 去证= :^ 

7 .利用交换群与非交换群不问构， M 构映射保持元素的阶不变 
上讨 论. 

5. 由于 V - Z 2 x 因此 h X \，:： A x (4 x Z :)」 说明映射 

(a , (h ^ c)) ^ ， f，、 “ ) 是 I 乂 (Z 2 x 4 ) 到 （ Z? x Z 2 ) x Z? 的 - .个 

冏构映射，从而 z ; x ( Z 2 X /」 2 ) = (4 x ZJ X 又由于 A X 7」 2 = 
Z “从时可说叫 （厶 x Z 2 ) x y 」 2 f & x Z 2 .最后 说明々 x Z 2 ^ Z 2 X 
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利用 M 构关系的传递性即得 所要比 的结论. 

9. 注总循环辟与非循环群不 R 构.利用第 S 题诹明过程屮阐述 
的结论可得 

Z b X z a ^ { Z ? _ x z .0 x Z 4 〜 x ( Z , x Z 4 ) ^ Z 2 X ( Z 4 x Z 3 ) 
y 、 2 .- 

MO. 有 12 阶儿 a ， i: il 算 rj 4 x Z 3 \ ^ x Z 2 有没有 12 阶儿 ■ 
如果有的群有 12 阶元， 冉进-_步比较2阶兀的个数. 

* 11- 5 ^是旮数时，求出 i) n x Z 2 的一个阶元 （7, T ) t 冉指出 
D n X Z 2 的一个2阶元（<?，了），去汁算（ ( ?，1)(7，1)(^.1")」由此推出， 

ll , X 7. 的元素可 H 成下述 形式： 

(y Jvu.iv , i < 2 u ， J =0,1- 

从 Ifjj 容易建 D 2 。 到仏 XZ 2 的■个映射/，： t 证/_是同构映射 ■ 

- 12.(1) 山于" 为奇数，内此 / e 从入 j 是从)„ n \ i , - 1 \ 

;J L 去 lili (〕 n -= SO Tl ■ \ I , — l )- 
(2) 利用笫 U ) 小题结论， H - 注点 I /， - l \= Z 2 . 

习题 1.4 

u(o n 娈证 / 保持运算； 

(2) Ker / - /; hnf 足复 平面 卜的中■位岡，记作 ■ 

2.(1) 去证0保持运箅； 

(2) Ker ^ R , lm 0 足复平刖卜的中-位圆 
^.(\) 去诎 保持运 

(2) Kerrr 说明。是满射，从而 Inu = _P ’ ■ 

⑶由 _r SLJ ' F ) = Ken 因此 SLAFX GL ,( K ). 

(4) 利用群同态基本定理- 

4.(1) 设/ ■ ■ ( li. ) = A 1 』 H- ^ / 2 ( r ) = h - r + ， A I 2 4 U ■去 iiF- 

映射的乘枳^ / 2 仍足-次闲数，再用群的定义上验证- 
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(2) 设 (. r ) = . i ' i ^ 11 / z ( ^ ^ .7 十去证 / j fi 1 6 H ] 从 

ifn H < (厂任意给定 _/ e G , 任取 A 6 H . 去证 fhfU - 从而 

h < a . 

⑶令 … G — -FT 

f ' — 吟， 

其中 / G ) : h 十 6 .去证 a 是满 同态； 去求 Kew ; 再利用群同态基 
本定珂. 

5. 利用第 1 题的结论，以及群同态基本定理. 

6. 利用第2题的结论，以及群同态基本定理. 

7 ■令 <7: G G 

(式 W — 

去证 c 满 冋态； i ： 求 K er (?; 再利用群同态基本定理- 

8. 由于 （7 中每个元素兄可唯一地表示成 g 其中 h G 

k e k ， 于是令 

<r : G — ^ K 

hk >- - 今 k r 

忐证 5 是满 N 态.，去求 Ke ^ ; # 利用群同态基本定理. 

9. 屮， I U > I ::夂说明 ■UX i ) 3 . 于是有商群 DVk ：), 其阶 

为2,从|栢(>) 2 进一步说明/丫3 = ' 

队中，去计算 ^ 2 (^)-\ r^ 3 r 1 从 m 兑明 于是有商 
群 D 4 /<> 2 ;, 其阶为4，从而<^ 2 > 2 D ;. 说明 〆 是换位子，从而〈^〉 

L ，因此 二 W 、)， 

^ 10. 类似于求 D 4 的换位子群的方法，可求出 

iy 2lfl 1 =■ ^ 2 ； = w lm -—: (a 2 ) . 

11. 说明 A 4 <1 S 4 , T 是有商群 S 4 / A 4 , 其阶为2,因此 A 4 3 S 4 , 说 
明 U -- 个3 -辟换（说）都是换位子，从而 A 4 G %.因此< 

-.■ M 2. 3 3时，与求 < 的方法完仝样，可得 S ；； = \ ■ 
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，13.当" >5时，对〒中任意一个3 -转换取 a 二 
((Wi J M u 5 ) d ， r = ( ^ ^ 5 ^ 2 ) & A， r 1 i 兑明 （■ CJ 2 “ 3 ) 是换位子1 

从而 ajk ; , 于是 a ;； -- 人， 

14, S 4 >^ 4 > V >\ el ^ 

^ 15. 考虑 G 到 U 2 的一个映射^它把偶置换映成 U 把奇置换映 
成- Ki - iit ： 0免满 同态； 去求然后用群同态基本定理」 

， 16,(1) 说明 ) 非空■任取幻 ， 心6， i ( iT ), 去证以 

6 ^ l (JT ) T 下是 < (;1 易证 K ^ 

(2) 考虑映射 0 :J hTf ). 去证4是满射，再证4是黾 

射」 

* 17. 任意给定 a，b 丨1,2，.” 丨.任取■一个3 -转换 （ 讲 ） ， 去证 
( ㈤ ）可表示成 U 6/ V.(l < / < TiJ 关 a 4,丨< j <2)的乘积■从 
fffj A n 可由集合 M : i ( ahl ) \ \ ^ I ^ nj ^ a,h \ 生成 . 即 A = 
\ M ). 

仟取 A n 的一个 it 规子群 /V / U=i ，要证 N = A Tj , 

情形1 设〖 V 含有一个3 -轮换“心），去 证“从 ）e N ， 其中左 

~ i : “、从而 Mi - Nt 因此 〈 M ) G 

情形 2 设 N 中含有 〜 其轮换分解式屮至少有一个 r 〜轮换， 
其中 r 4. tip a -…〜） C 7! ■令 r = (^ 1 ^ 2 ^^) - 去证 （ G I “ 2 心） 
^ n . 归结为情形1 . 

情形 3 设 N 屮含有1其轮换分解式屮至少有两个3 -轮换. 
即 CT ■= ( fi | a ^. O 〔 a 4 a 5 fj | ■令 r = -去证 （ dl “4“2“6 a 3) 

e n . h 结为情形 2 . 

情形 4 设」 V 含右 V ,其轮换分解式为^ ，其屮 q 

是一些不相交的对换的乘积_去证（^〜心）& N . G 结为情形 k 
情形5 设 N 含冇〜它是偶数个不相交的对换的乘积、即 a = 

是偶数个不相交的对换的乘积.取 r = 
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(u t u 2。 . 丄去证 （ 。1 " j ) (" :^ € iV ■进 -- 步左 13: ( 。〗 a 3 M f 」 V ，对某 
个 b ’: U 1 . U 2， A ，^ 4 . 结为情形 1 p 

综 IH.v = ApW 此夂 是单群. 

*18. 屮第一问构定珅可得结论. 

4 H 计算 I A /:(12 V ) | ， pj # \ = /\"、（ I 2)). 


习题 1.5 

1 . 丄 _ 证 （ " ^ m ) ° r n ° ( /n ri j. ) A) ° r r r 

2 . irlll : .( n +■ "i ) 。 " c ( w c .r ) >0 ^ .r = .r . 

3, 忐证: r 是双射，丄 l 保持运算. 

4. 利用与所有^级可逆矩阵叶交换的矩阵一定足数量矩阵（参 
肴•(高等代敉 ( I :册）》，丘维声编著，办教社1996年出版+第2「>8见. 


补充题叫的第4题），可得 

Z(Gi 、（ VT } 二 ikl\k 6 ■ 

* 5.(1) 仟取 G 中两个元素 n ，巧，其中 


A 






1 , 2 , 


iitii e 1然后按照群的定义 i 验证 G 是一个群 。 
⑵令 ^：(； L 2 ( C ) - ^ G 

A 1 -^' ■ 


K . 中 hU ) 1.去证0是满 M 态；去求 Kerb 然后利用群同怒 
' U / 

基本定埋 . 

6 . i ^( i / Z (( r ) - iaN 〉 ，其中 N Z (("0 ■任取 G 证 

.ryr ] y- [ ^ e. 

7. 去推导 V C _ Z { D 2> n - l ) ㈡ … - 1 二 Y ㈡ …可求出 
Z ( D 2ttf { ) -】 U ; 类似地.可求出 : W , 〆 』 丨 r 
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y S ■设 r G /(SJ， 则 ■KUr 1 ^ (l/),i - 2,3,…，”.由此推 

出， r : ( I ). 因此 Z(SJ - | ( 1 ) ! . 其屮》> 3， 

^w 

= U 八店中 $ : P . [/ 6 的生成疋恰有两个： ， 由 Tfl 
H 构把生成元映成生成因此， Am ( f \ )只釘两个圮素. 

： 2k 

U ， U ; ■，其中 < = e^ T 

0\ 的牛成 记恰有 6 个」由此可求出 Aut( L/ 9 > 是 6 阶循环群」 

1(). Z 2 XZ : 冇二个2阶元 ：（ H )，（ U )，（ l ， i )」 ⑴司构 r 把2阶 
儿映成2阶元.因此 r 有6种可能的选择.它们分别对应〒士的 6 个 
置换，去验证 r 的每一种选择都是 Z 2 x Z 2 的一个肖 同构. 因此 

Atit(Z 2 x Z^) tl 6 个元素 了 进 -_ 步可证 Aut(Z 2 x Z 2 ) = S 3 . 

Ml . 心冇 3 个 2 阶元 1 自同构 r 把2阶元映成2阶元■因此 
6种可能的选杼，它们分别对应于 Sg 的6个置换 ■ 去验证 r 的每一种 

选择 都是心 的一个 Q 同构■进一步可证 Aut ( S 3 ) ^ S ,. 

* 12 _ 设 a G Aui ( G ). 任取 a € Z( G ) ，对于任意 t G > 去证 
tr { « ) ,/ ； c7 (<a )" 1 j ' 1 = e. 从而 (j{ a) ^ Z{G ) ^ 因此 ^{Z{G)) - 
Z ⑹. 

任取 r t _v G C ; 、去证 ry .7 ~ 1 y ' J ) €： d ;,. 从而 J ）> (■: 』因 
此 j ((;)= (广 

13. 从第 7 题知，二 W^i 于 : S C /' { (^ 1 ') — \ a ) , I i 4 ； 

C 卜 ( t ) : \ lrT \, C D Ur ) = i f VtM ‘）（（ 从而可求 

^\ Dda')\A < / 4； lD,(^r) i ,0 < j < 4. 进一-步可求出， 

D :(< r ) 二 k ，/! J . h (^ 2 ) --- k 2 ，d; ■又 D 5 U) = Ui- 从而 D 5 { t ) 
=； 0 < j ^ 4 ： . 于是仏共有 4 个共轭类. 

从第7题知逍 ， Z ( D b ) : U . 〆 ： ， 类似十上述方 法忖氺 出， 
!.)» 二 -- U 2 ,/.: ， 队 U 3 ) =.』 3 : "^⑴ = 
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) i \ , t ) ( ,( r ) = \ t 7 f 7 2 T r \ ,D(,(.fyr )= 丨 C7r t cx 3 t , (T 5 r I ■ 〒是 共 

^ 6 个共轭类. 

^ 14, 类似于求的共轭类的方法 pJ ■得 D 2m 1冇川 f 〗个共轭 
类，它们是： 

ULU ，- 1 -」 ，I - 1,2,… -7" - 1. 

| (fr | 0 < j < 2 "I —21」 

类似于汞的共轭类的方法可得 D 2 w 有 m + 3个共轭类，它们是 

UK Id ， P ， 〆 " 1 M ， / = 1，2，■■■，///- 1, 

I r ， 7 2 r ,〆 r ， … ， cr 2( m " r i ， i trr ， cr 3 t ， ■■* ， cr 2m 1 r i * 

15.(1) 必要性，利用习题 1.1 的第12题的结论. 

充分 n . 仍利川习题 1.1 的第 u 题的结论_ 

(2) 从第 （1) 小题的结论和置换的型的定义 t 得. 

16.4 的分拆有5个.从而 S 4 冇5个共轭类，它们的代表分 别是： 

(1234),(123 )，（12)(34)， （12) t ( l ) .相庖的共轭类的元素个数为6 1 
8,3,6,1 . 

17. 中〜 与心共 轭的必要条件是〜芍〜同型，但这不是充 
分条件.例如 ，（123) 与 （132) 虽然同型，但它们在 A 4 中不共轭 ■用共 
轭的必要条件并且经过检查得， A 4 冇4个共轭类，它们的代表分别 
是： 

(0,(12)(34),(123),032); 

相应的共轭类的元素个数为1.3,4, 4 . 

18. " -轮换5的共轭类的儿素个数为 U _ 1)! ■从血 i (\, b ) I 

=1由此推出 r 、（ a ) = W }- 

fl 

19. 0 2 的元素只冇两种形式： 

/ co^d - ^ind \ I ^ n<p \ 

A 9 = T \ 二. 卜 

\smfl cos ^ / \ sm ^ - coy ^ / 

> C 中 OS ; < 2 ti ,0< (p < tt (参看《岛等代数 （K 册 ）>)，& 维声编著， 
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高教社1996年出版，第369页）.0 2 甲:两个元紊共轭也就是这两个矩 
阵止交相似.从而可求出 （)： 的全部共轭类为 

I /I , 1 A, 1 , ^ < 2 k \ , \ A ^ A l7 ,-o \ ,0 < 0 < i 

20. 必要件-设( V .则对 T A € H ， 所有的 ^ G 心，有 ^ _E 
e h ■.即 h 包含 h 的共轭类」 

充分性-任取 /, 6 H ， 对于所有的片 G 有 ^ hg - 1 ^ 从而 
i~l 因此 g . 

^21.(1) 5 的分拆有 7 个，因此 $ 冇 7 个井轭类.它们的代表分别 
是 

(1) ,(12),(12)(34),(123),(123)(45),(1234),(12345). 

相应的共轭类的元素数 R 为140,15,20,20, 30,24. 

(2) S 5 的正规子群应当是-些共轭类的并集，乂子群的阶 
是 | & | 的因 f， t 且子群 包含士 的单位元.由此推出 S 5 的非平凡正 
规了群只有 A 5 . 

22. 因为 /V<] G , 所以有群 G 在 W 上的共轭作用.用 M 承 G 

的不动点集，去求仏. 

23. 由轨道一稳定子定理立即得到- 

24. 利闬 h 的共轭子群的个数等于 [ LNjm ]. k ^ m 
\ y ^ n ^- 11 . 然 m 用反让法. 

*25. 考虑群 C ; 在集合 G 上的左平移.则 G 到有-个同 态 〆 

_[ 丄 （ ； 兰 I m { 」 .I m V; I = i f ; I = 2 々，因 此 Ini 4必毛 2 阶兀，设力 
0 U ). 求 0 U) 的轮换分解式 T 说明适奇置换■然后用习题 I . 4 
的第14题结论. 

* 26. 考虑群 G 住左商集 （G/H ), 的左平 移从而 G 到\有 

个同态</，.分情形 V'i i ^ Ken / j . 

,21. 设 G 有一个指数为 P 的子群 H. 考虑群 G 在左商集 
I.的左爷移.从而 G 到&有一个同态心上证 Kcr # 二 H 」 
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-28. 正方体的旋转对称(件）群 G 作用在6个面组成的集合 W 
L :, 从而 G 的每个 元素诱 导了屮的一个置换，然后用叫1#定理得， 
轨逍条数为 

r ■ }-(6 "x 2; h 3 x 2 4 十 8 x 2 2 十 （）x 2^’ + 2 6 ) = Uh 

24 

因此真正不冈的染色方案 A 10 个， 

*29. 在轨道一稳定 f 定理中已证明 0:U ^) 1 〜 G 是 GD 

到 （（;/G ) ; . 的 - 个双射 . 由于（ V 在 D 上的作用是传递的，因此 0 是 
n 到 （ g/g, )_ 1 ■ 的 -- 个双射，按照等价作用的定义去验证 g 在 n 匕的 

传递作用与 G tf. ( G /G r } 1 上的左平移等价 . 

^ 30 . 验 kt 结合律成立 . 说明 （ ^ J ) 有逆元 . 从而 N x f J 是--个 
群，验证 NMhLii 然 w+U.d 是 N 到 & 的一个同构映射，从 

而 d 

m . iriil：L ( ^2 ^2)] ^ i ， y) = (gi ， hi ) 。 [(A.’G) 。 

( r ，30] ; (^ d 。 U ，. v ) = (， r , iV )」 从而这给出广 GxH 在 nx W 匕 
的-个作用，可证 

(G x H)(.r , y ) = G (. r ) x H ( y ); 

((;x H)t j •' •' 二 k ■ 


习题 K 6 

1. 去 ii 算 （； 的 Sylow 37 -子群的个数 t 
2 i 与本节例 1 的证法类似 - 

3. 去计算 （； 的 Sylow 7 -子群的个数 r . 分情形讨论^ = 1时， 
f ; 的 Sylow 7 -子群 是正规 F 群 ■ ,. = S 时，去计算的7阶元的个 

数， 

4+太 - it 算 G 的 Sylow 5 - f ■群的1、数厂分情形1」_论^ = 1財， 
(; 的 Sylow 5 - 丫_群足 Mr 规 f 群 ■ 6时.去计算 G 的5阶乂的1、 
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数； 并去求 （.； 的 Sylow 3 - f 群的个数^进一步分 情形讥 论 V 二 
1时， （； 的 Sylow 3 -子群是正规子群；/二 1 G 时，夫 H •算 G 的3阶元 
的个数.找出矛码 . 

5. 从本 W 例2即得. 

6. 从本 K 例2即得. 

7 . 去计算 G 的 Sylow 5 -子群和 Sylow 3 -子群的个数，可知 G 

的 Sylow 5 -子群和 Sylow 3 -子群都是 iC 规子■群，分别记作 K.H. 
说明 H = , K \h) H K = ! e :. 去证 “6 = & 「 进而 

求 l <^ , ，便可知15阶群的类型- 

8. 类似于第7题的方法. 

*9 - 计算21阶群 G 的 Sylow 7 -户群的个数 r ; i 卜算 G 的 Sybw 
3 - f . 群的个数 r 分情形 讨汔 ： f := i 0乜类似于第7题的方法可知， 
G 是循环群.厂= 7时乂;是非交换群_取 G 的一个 Sylow 3 -子群 
设〉 . 设（/的 Sy low 7 _ 子群 』V = \ u / + 说明 /V H ff 丨 r 卜 
计算， M { I , 从时得 , VH : (■入任取 o f Aut(N ), 则把 . V 的生成元 
映成 肀成元 ，从而 H 6种可能的选桦.易验证 a 的每一种选择 
都是的自同构.可求出 Aut ( N ) 4 i - 6阶儿 . id 作^由 T 

；V<] G， 因此群 H 在 W I:有共轭作用，它引起了 H 到 S 、' 的一 个间态 
…说明 0 O ) 是 N 的-个自同构，从而 lnW ^ Aur ( N ). S 11 0可看成 
是 H 到 Am ( A 0 的一个同态 ■ 计算 00)1 .从而得出 〆 6) = ?或 
a 4 , +妨设 中⑴二 ^ ■从血 bafr 1 : a 2 , 因此 （； = iaj ? U 7 : h : ' - 
db 1 :■ u 1 ). ^ 

/'： N><W 一 （i 
{■ n ， h ) 、 — , 

t ：\£ f ■洁- .个冋构映射.从 lfli N ' XIH 〜由于 N Z:U 

~ Z 3 可作苹盲.积，从而 G ^ Z 7 >1 Z , . 

综 h 述得 .2 i 阶群或若 问构于 Z 心或#同构-丁 
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10. 设 > v 阶群 （； 的 Syk>w v - 子群的个数为，•，求 r , 可知 Sylcyw 
r ; -子群正规作 N . 汁算 C ; 的 Syh 项/广 ■/ •群的个数^分情形 i 」_ 
^ ： ( I ) 如果 f / ^ l ( m：>d /，），则/ 1.此吋与第7题类似的方法町得 
H !, G 是 M 阶循环群. 

(2) 如果 q S 1 ( ? no<J /， ） ， 则 t 1 或 f = <j ， 当 f = ■[时 ，由第 （1 ) 
小题 知道， G 是循环群.当/ = 7时， G 不是夂换群，且 G 有 iE 规 
Sylow 7 _ 子群 N . 

^ 1 K 怡形 1. /> > ^去 计算 p 2 q 阶群 G 的 Sylow p - 子群的个 
数，可知 Sybw 户_子群 it 规. 

情形 2 ,/j < v ， 对 G 的 Sylow y 群的个数？分情形讨论； 
(\) t = 1,此时 （； 的 Sylow q -子群正规 「 

( ii ) t > l , U.t = 1 ^ ql Ip 2 」 口了推出？二 P 2 . 去计算 G 的 v 阶 
元的个数，考虑剩下的 元素了 

12. 由于 U;i _ ^，因此 | Z ((0 I 等于 P 或 〆 或 〆 ，排除户 2 , 
〆 这两种 uj 能情形.因此， Z ( G )| =欠考虑商群 G / Z ((_；) ■由此出 
发求 G ' 可得 （〆 Z ( G ). 

M 3. ! S f) I = /) !，说明\的 Sylow A - 子群的阶为于是必形 
如 W ), 其屮 O 凫 p 阶元，从甜 。为 P - 轮换■从 S ;) 中 p 〜轮换的个 
数， i 求\的 Sylow 々 -f 群的个数 「据 Sylow 第二定理町得出所 

嬰的结论， 

^ 14. 任取兮6 因为尸 [/ V . 所以 g 仏厂 1 [ N - 从而於 P / T 【也 
i ^- N 的一个 Sylow p - 子群■从而存在《 € / V ,使得» (gPg l ) rr l 
= P 」 由此推出叩€_ NKP ). 进而可得所要的结论， 

)05.设_!0| : 2、，（ ？" ，2) = 1 ，/ > 0, 设 （； 有一个循环的 Sybw 

2 -户群 H 考虑群 G 在集合 G 匕的左平移，山此得到 心到 

的一个同态 f 说明 (r = lm ^. iilH Im ^ 含有侖置换，则据习题 

1.4 的第14题得， Im # 必有指数为2的 f ，群 K \ 从而0 ] ( K ^) ^ G 
的指数力2的子群■为/证 im ^ 含有奇肯-换，考虑 4心）. 
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习题 1.7 

]. 12 - 2 」 x 爻从而 12 阶 Abel 群的初等因子只冇 2 种吋 能： .2 2 , 

3 丨 J2,2,3:i 因此 12 阶 abel 群冇两种互小同构的类哂.它们的代表 

: 2 X Z3 T X Z2 ^ Z3 + 

2. 108 阶 abel 群有 6 种互不同构的类型，代表是： 

Z 2 ] x Z 3 、 7^2 x 心 X Z / ， Z ? x x x , 

Z〕x x x x Z3 x Zy ， Z2 乂 Z2 x x x Zj i 

3. 360 阶 4*1 群有 6 种 4: 不同构类型，读#可自己写出它们的 
代表 . 

4. M4 阶 abd 群有 10 种互不同构的类型，读者可自己写出它们 
的代表 . 

5. 216 阶 abel 群有 9 种互不同构的类型，读者可自己写出它们 

的代表 了 

6. (1) |2,2 2 ,3,5,5,5!; 

(2) : ： 2,2 2 丄 7,7 丨； 

(3) i2,2,2\3,3 : ,7| . 

7. 川 0 阶 abd 群有 4 种互不同构类型，请读者 tJ 己写出它们的 
代及 . 

(1) 从上述代表看出，每一种类型都有 10 阶元； 

^ (2) 1()(J 阶咖 d 群 G 小含阶大于 10 的元素当 R 仅当 G 的初等 W 

f - 为 12, 2,5,5. 」 

* 8. 由已知条件 ， I f "; I = … A ，其屮 / M 是网两不 

同的素数.考虑 （； 的初等因子冇几种吋能. 

* 9 . 设 abel p - 群 G 的阶为，■设 

G = Z ^ x /」 I x -■■ x Z ^ 

p 1 p - ^ ' 

g 屮卜^ …< I 假如■、> 1，去计算 G 的 p 阶元的个数至少 
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有多少 . 

< 10. V - 的加法群 C , = ■(〜，〜■.■■,〜）■"「€ Z 2 ，l < ! a ' 

— Z 1 x !Z-i x ■ ■ ■ x . 

- ?个 

十是 G 的初等因 T 为 U , 2.…，2 I ■.从而 C ； 是初等 abel 2 群. 

+】1 . 与第⑴题类似， V 的加法群是初等 ahd p -群. 

习题 L 8 

1 . ( J ) 1 -= a 1 y 2 z 2 ; (2) u ' 2 = z 2 y W 2 ; 

C 3 ) Tt : yz 4 y ~ ] - 

^ ― ^ 2 " — — _ 2 4 S 

Z. 'iv ■ .o；2 ; .i~ z '; it. 1 ] Tjl 1 ^ ^3 -- j: yz y - 

0.(1) 取 u (12), h - (1234) .据 4 题丨 .2 ■的第 5 题知) U 4 
= \ U 2 K ( L 2 M )' ■. ㈨ 此 X = ' a J ?\ ^ . S 4 的一 个卞.成兀集，令 i ? = 
' ui \ h [ A ^ by \ - M 較示 FLr ) 中由 IV 牛_成的 iTJ 见子舴.用 N 表示 
从 F ( X ) 到 S 4 的 ㈣ 态0的核，我们要证 M 说明 M 二 ： V 然 

后椐§4的第一.卜：]构定理得 

( F ( X ) /M )/ XNAV /)^ F ( X )/ N . 

义山于 F ( X )/ N ^ S 4 ■因此 | F ( X )/ M|》I S 4 | . 2 个 

显然 F (、 X)/M = UM ，6 M 〉. 并 目-它 ff 」 满足 

UiVf ) 2 = M , ( hM ) 4 - M ? (^6 M ) 3 - M . 

去证 I F ( X)/M , < 48. 从而 i N/M I < 2, 因此 N = 从而 
F ( X)/M ^ . S 4 . 于是 S 4 = \ aJ ? \ a 2 . h \( ah )^\ . 

(2) 取 u 、 （12 )，c = (234). 山干 6 = (1234) =- 因此 \ 

1 fJ ，（丨也是 "S 4 的 一个生 戒元集.令 J ? i 丨 o 2 ， 〆 ，（此 ） 4 丨 T 用 M [表小 _ 
FiX ,) 中由 R : 生成的 正规子群. 由于 r = 闵此 F ( X ,) = 
FGY ), 去证 : M r ( F ( X ), M 见第 （1) 小题 ，） 从而' F ( X ])/ M ! 
t F(XWfH 尸是 
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S 4 = ! ^ ,c la" ^ ： '\{ac)^ \ . 

^ 4 + 5 第 3 题的第 （1) 小题的方法炎似. 


1 2 3 I 2 3 



图4 1 


6. h ] 产生 H 换 （1); 〜卜 W 产生 S 换 （1 W ). 

7. 奶6题屮的辫子§8的同 I 9的辫子 A 都产牛 S 

换⑴ 2 K 

8. 



图4 2 


从图 4-2 番出， 卜心二 h , b { . 

: k L 把 z 里的加法运算写成乘法的形乂，即把整数，"= ，"1 写成 
1- ,并且在 /■ k Z 中，把前一个 Z 电的 "i ¥成1 m ，把后一个 Z 电的川 

写成 r ,以衣明它们是不间的儿秦」 

在 Z — Z 々 F - 之 IHJ 递立-个对应法则，去证 这是卜 ] 构映射- 
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第二章环 


习题 2. 1 

I . 去证 S 对减法、乘法封闭， S 的单位元是£ 11 + 

2. 设尺=^，^^…為丄任取只的--个非零元^去证存在某 
t A 使得 〜 A - 1，从而％可逆， 

^3. 去证 H 对矩阵的减法、乘法封闭，因此 H 是环 A 1 2 ( C ) 的-个 

_严环，显然，单位矩阵/ 6 I 对任意 A G II ，且 A # CM 正明 A 是吋 
逆矩阵，并 tL A — G H . 从而 H 的每个非零元町逆，因此 H 是一个除 
环- 

4. 如果 1 6 /，则 V r G 只，有 /- = r . 1 e K 

5. 用第4题的结论. 

6. 任取 K 的-个非零元^，由已知条件得， U ) =：况，太证 a 可 

逆 ■ 

7 •设 rj , r 2 t rad J ，则存在 " 2 6 Z 1 ，使得 < ]G I ， r 2 : (z h 
利用二项式定理去证 （n _ r 2 )' + '、€ h 从而 n 〜 r 2 e mdr 易证 
V r e RAl(rr { ) tJ ' t J -从而 rq 6 rad 厂 

8. 由下 U 是幂零 元，因此 存在正 整数"使得？。0.易 i £ 1 


可逆. 

9■用 J 表示听有幂零元 m 成的集合，易看出 J = radAL 于是 
HJ 第7题、7_得结论 - 

M 0. 任取 M ; j ( D ) 的 〜 个理想/，设 J 尹 (0). 去证_/ = MJD ). 
为此只要证 C - ；,1 ^ l 从而对于 MJD ) 中任一矩阵 h 

-(\)，冇 
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习题 2.2 


A 


设。二。；/? i , /? — c . + t / i , 则 

a ^ \ / a ^ h \ r -f d \ 


-^ a ! 


d [ 


a 


hi 


0\ 


f 0 1) 

(i 0 \ 

(0 1 \ 


1 r 


+ h{ 

1 W/ 

1 / 


[-1 0J 

\0 - i 

\i 0! 


u 

W + fjl + cj 十 d 


其中 


K 


0\ /i 0 \ / 0 1 \ F /o 

r K = 


l 0 


0 1 ! U ) - i 

品 i 止 A 表水成 以匕 I W i c / 十 JK 的方式唯■'令 

^：/? — H 

A = aE 十 W 十 c/ + dK I — ^ bi + cj +- Jk 」 


i 0 


k iiH ^ 是双射 ，艮保 持加法，乘法运算. 

2. (1),(2) t [ 接按照理想的定义太 -验证 … 

3. 这队丄兵的人数为116彳 W 5/(/ 6 y )_ 需依据 这队士兵足相 
气于-个连（或 一个团 ，一 个师，-个军，…）來具体确定人数， 

4- Z / U 5) 巾的平力-根恰冇4 个：二 1，丄 L 百的平方根恰好 

冇4个：+ 2,二 H 

、在 Z /(35) 屮 j j 都没有平方根. 提示： 
i (35)) 2 二 2 十 (35) 

㈡= ( ti 十(5)) 2 = 2+(5) RU + (7)) 2 = 2 + (7). 
利用本窜^ 1的命题2」 


习题 2.3 

h 设/足 F ! 」 ] 的_ t ■理想 JL /， ( O ). A '. 1 的非 零多 项式屮 



220 ■题的提亏或答案 


取一个次数最低的多项式" 〆 .;•），去证 J (，{ r、、 r 
2. 据紊理想的定义吋 ki _. 得结论. 

^ 3 + 环 Z 到 Z /(30) 有一个自然满卜]态 n：^k + (30)，且 Klttt = 

(30)， 利用本 Y ) 的定理 4( 设尺 和 都足有单位儿的交换孙，丨 U ， 
f }， r ，0\如果环 K 到 V 宥一个满 H 态则 Specif 5 iJ H 的包穴 
Kero 的所 Tl 泰砰想组成的集合有…个 ■ -对应并 
R 的包含 Ker。 的订： ▲ 桌评想 P , 有 V /;UU J )) =尸） t 先求出 Z 
的包 g (3 U) 的全部尜理想为（2)， （3M 5); 然 G 可得出 

SpecZ /(30) = 1(2)7(30), (3)/(30),(5)/(30); . 

4. 由于 p (.,-) 不町约，因此（户 U )) 是 F [ r ] 的一个极人理想， 
从而 F [ j ：]/( p ( x )) 是一个域- 

5. 由丁- /(. r ) " I 约，闵此 

./.(，）= .M 丄 ） A( 了 ） ， deg/ : ('r) < deg/ (x) J = 1 ， 2 」 

上证 ./； ( r ) + (/ U )) 是 F [ j ]/( f (. r )) 的非平凡的零闪子」 

6. _宄找/2^]屮-个2次不付约多项式4 1 + 1，于 

里 4 UV ('川 U )) 足含冇 4个元素的域，令 a 』+ 则 

Z2I . r )/ ( //i ( x )) - 1 0 ， 1 ， “ ， I + « : [ 

说明 w 2 + w 4 1是 Z 2[ j :~\/{. t 2 + ,z \ [) 的 零元素 ，于是 “ 2 十 u 十1 

= 0.从而 以 2 = I 十 由此可求出加法表，乘法表- 

7. 在 Z , | . rJ 中找出一个2次不可约多项式 mU ), 则 
7 mamU )') 兑含9个冗素的存限域- 

8. 在中找 - _个3次小可约多项式 m ( / ) ，则 
Z > l .?' ] /( ni C .r )) 呈含 8 个兀素的 Tf 限域. 

* 9.设〗足.尺的一个理想，且 I ^ ( 4 ) , A 1 ilE I = K ■去证2 ■ (4) 

的-个巾 f - 凡的零 丙子. 

* IfL ⑴令 


cf : Z 


Ze 
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ne . 


H 是一个满同态.从时 

Z/Kem > . 

然后利 m 本 tv 命题 i . 

(2) 如果 K 是整环.则也是整环，然 G 利用本 P 定理 
^ 11 . 据习题 2.1 的笫9题.尺的¥零根 rad ( O ) 是由 K 的所有 V 
岑元组成的集仟取 a 的一个¥零元〃，去 iii ^ mr - R 的■素理 
想 厂从而 u f n p 」 

以 Nh_A 

反之，设 U 为尺的仟-非幂零 / L . 设 S 为 R 屮与集合丨，6 
// 1的交为空集的所冇珣想组成的集合.由丁 （0) € S ， 因此 S 作空 
集 . S 对于集合的包含关系成为一个偏序集.任取 S 的一条链 

T 1 丨11。€/丨，其屮7为指标集， 

即 T 中每一对集合0都有 L 二 L 或者^令 A [ J 4 .易 

1 G [:' { 

i 正 A 是尺的一个理想，且 A 与 f Z + . 的交为空集.因此 A € 
S _ M 然 A 岳 7' 的-个 I ■.界.据 Zorn 引 If .』 有一个极大儿素广用反 
i ■止法可以证 P 是素埋想：矜 P +是素理想，则存在 hr € 使得心 
e r is s ^ e r \ t . r € p ■令 h u ) 十尸 - k p ■町 i ■止 p 

l fi,p / h , 困此 h e s」 从而存在“ € &同理 〗 if 证 k e s'， 从 
而存在 a' G K T 于是 广 € HK 但是 

HK = ( h )( c ) + ( h)P + Pic ) + PP P . 

因此 HK ： 与 ； 丨的交为空集，#盾.所以 P 是尺的一个桌评 
想，且 尸 与 U " I ” € // 丨 的交为空集，从而。孑 广因此 a ^ f ] I - 

综 I . 述得 . n l = rml ( O ). 

'--^k 

M 2+ 据 m ii 题 v /( w 的幂零根等亍它的所有素理想的交.类似 
十第3题的方法，耍求出 

SpecZ/(") : ( 户 ！ ）/(").( h )/(")，… + ( 广 」 /(") f ■ 
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MiiK ( A .)/ U ) 与 （/' KU ) 反素，当 / / _/「因此 

、 

h (户 r ) ’( ” ）■ | 1 (/')/(?0二 （h / V ” /O A ")- 

' 1 ■ ■ L 

习题 2.4 

1 , 7 主意 （川 t " i ) \- ( /)i — n \) = 2 )n ,( Dt -H ? ii )( m - ?}]) — 

4 - H 2 . 构造_一个二次多项式 _/(/) ，使它的两个根为 m 工"]， 

2 ‘ 计算 Hw 4 , 可看出 f 是哪个冇理系数多项式的根， 

3. 由 T /(，）= /■'，十1是 Q [. r ] 中+可约多项式，因此 Q ! /；： 
屮每个元素可唯一地表示成 q + r " f c 2 r 的形式.由于 /( d 」 U . 

闪此 ■ f - 1. 从 lfij 可 U - 算得 

(5/ 2 r 3; - 1)(2/ 2 - 2/ ' 6) = 32 t 2 卜6/ - 2. 
i 2(3/ 2 - / f 2 ) _, =+〜+ (，，解 "，6, r 的一次方程组可求出以， 

■从而(3/ 2 -户+2) 1 - - ^/ 2 — 号， 

4. (1) 找出 （; K (4 3 ) 的一个非 平凡零 因子，便知道 G /?(4 3 ) +是 
整环，从而2/ + .r + 3) 不是 a 的素理想」 

(2) 叮直接计算便知道"的阶- 

(3) 山于对任意 “，// f Z 4 , 有 ( 7(a -h h ) = \- ^( b ) ^( ah ) 

二 l , 因此易证^是乙 4 [幻到/ 2 [1]的一个 rj 
态. M 然 J 是满射，容易证明。 i 秀导/环 Z 4 )」//(>)到 

/ 2 | ,r |/(_7(，））的一个满同态： 〆 了）十 （/U 1 (.r ) 十 （7 (』' )) 」 

^ (4) 山 Ta (〃） 的阶足 u 的阶的 N 子，从_由"的阶易求山 a 的 
阶， 

* (5) 山 T ^适 H 态，闶此 ^ U __ ) = J ，注总从 a 的阶可知道 ft ■沿 

冇限域 /,[ ^]/(/< ^))的乘法群的生成元 ■ 

^ (6) 利用第 （5) 小题的站论，可证得 r [ = / 2 -于是 23?1 =2>_ 2 ，即 

2 [ y [ — y 、、=()，认而 >] -_\'2 = 2 d ^ ^r (; 尺（4勺■因此 J (, V [ _ ») 
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= tK 由此利用第 （5) 小题结论可得1 
^ (7) 利用第 （6) 小题结论4求出集合 

\ .t 十 2 y , >■ t > ； 

的元系个数 Jj I GR (4^) I 比较. 

x 习题 2.5 

^ 1.(1) M 然 0 G /. 左证 i 对减法封闭，且有吸收性」 

( 2 ) 如果 o e &用反证法町证 i n s = 0 - 

一 H T = R X S . X ¥ r 中规定一个一-儿关 系〜： 

. dcf 

(a , s) ― (u’ ， ■、）as — ^ 5 G / - 

去 iiE 〜 是等价 X 系，把商集 TV … id 作 s 把 U ,.0 确定的等价 
类记成 A .在 S ^中规定 

a I a 2 a [ s i a ^ I ^2 ^1^2 

— + — ’ — --- ， * ， 

N[ W2 S 1 ' S 'l - S 'Z 

去证上述定义不依赖于等价类的代发的选取- 

易验证 s iK 对于上述加法和乘法运算成为一 个环零 元桌足 

!，简记作 （ K 单位儿 素是」，简记 作 1' 令 

■ s ' i " 

fs : R — - ^ S 1 R 

a 1 - ^ - . 

A 

易验证 a 是-个环同态- 

去证 w € Kcrc7 a ^ I . 

任取 s G 易证:< 可逆，且它的逆为的元素 

s 

!可以表示成 i = “:v = # ■、二 ■综上所述得， 

■、 S SS S 5nS 

L S ^：R Xi 于 S 的分式环- 
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- ■ ■ - - - - ■ — _ _ 

m z ( p ) 是由昕有4户斥素的整数组成. 

M M ： / (0) ，从向、 GZ 到的单同态了于足可以把整数 ^ 

与 0(，) 等冋- 

整数“在中叶逆 W 在6一 ] ；£屮可逆.由此推 

s 

导1^去.叩得 "M />可素. 

S — 1 /」 的兀桌』■町 H 成 

■r = i ^ - ^ ^ V 。⑴■ = 〜， 

S S S 1 S A' x 

K - 中 U 1 ; / «e N . 由于 > G S ■因此 （>■，；>)= L 

i ; = 二 〆 4 逆 可逆 o . 

1V 

习题 2.6 

1-(1) 先证 《 是单位 — N ( a ) = 1 T 从而可求出 i 由此可# 
, r l ； «足单位 ^>.\ r ( a ) = 1 f 并 II . 可知道 Zl .-〜「5] 的所有单位， 

(2) 设 NU ) = \去吐 a 的任一因子/?为单位或荇 f 与 a 相伴， 
从而 u 是不可约儿.利用这个结论4立即得出，3和2 ±都是不 
" J 约儿- 

(3) 由于9 = 3 ■: M !. 9 - (2 十 y - 5)(2 - '厂 W T 是3 | (2 
+ v r - 5)(2 - ' 厂 3) .假如3是素元，则3 | (2 + s /^) 或荇3| (2 - 

/」5).无论哪一种情况都可推出矛盾.因此3不是 素元类 似地可 
证2 ± /^5都不足素元. 

(4) 由于3是不吋约元，但是3不是素元，因此 Z [ v ^'5 ] 不 S 唯 
因 子分解整环.（或者由于9 - 3 * 3.9 - (2 + V ^5)(2 - V ~ 5 ) 

足9到+可约元的两种+冋的分解 .） 

(5) 先证3与2十 V ' - 5的公因产 H 有± 1,从而3 4 2十_ 5 
心记 大公闪 f _ i 1.+妨设（3,2卜 7^5) - K 
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假如9 6 i 3 ^ 5的 M 人公因广存在，则 

(9，“ 3 、厂-飞）、' O - 3,3(2 ^ 、厂 5)) 

=丄3 d 2 + v 5 ) _t 3 , 

不妨设 （ L 6 + 3 '/ -—5) - 山亍 U -f 厂 5) | K 2 [ 7了3)1 (0 十 

3 v "-^ ). 因此 （2 t -/ _ 5)|3，矛盾. 

1 - 假如 （2，/ + 1) = U (. r )) ■从2 f UU ” 可椎出 ） 二 
: L 1或丄 2. 不妨设 gU ) = J 或2 ■从 #(/) G (2,. r 2 + ]) 吋相-出， 
#(』）= 2.于圮（2，』 2 t 丨）：（2)，山^ 1 G (2) 珂推出 f 质- 
— 3 . 令茂 （a > = 」V ( a ) ，设 a , 0 G 7』 -■/ _ 1 ] ， K 岁’ () ，则 a / i ? 1 =■ 

" ■ w , 71 Q 」 取整数 w + ” 使得 I 川 —w : < _*■ ， I 〃 - ?/ y 
令石 u — m , rj -- 7 J - "■于是 

o = )L (川十 e) f (" 十 7)i ] -二 f3q + r ， 

炸屮 q = "i 6 , r = /3(^ + jyi ) ■易 kE r € ZLi ] i 太证占（ ，） 

< 以 /?), 因此足欧儿里得整环』 

4. ㈤ 为川没有平方因子，所以？ - 川在 QLr ] 中不可约（用 
Keisensioin 别法） . 

5. 去证 K 对减法、乘法封闳. 

第三章 域扩张及其自同构 

习题 3*1 

1 . F ( a , /3 ) = FU )(/3) -由十 口是 F 上代数儿，从而也是 F ( ti ) 

J : 的代数元，因此 FU )(^)/ F («) 是冇限扩张，即 F («^)/ F ( a )£- 
心限扩张，类似地 ， FU VF 足冇限 扩张. 因此 F ( a ,}3)/ F 足有限 K 
张.从时它兕代数扩张■十疋 F ( a ,；^ 中每个元素都是 F ■上的代数 
儿，持别地 w / —卩，邛， ㈣ 、/:^’⑴都圮厂[:的代数元 
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2-0) 易知， 〆 - 2住 Q 卜_不可约，因此 K - Q[,r J /(^ 2 - 2) J £- 
域，令 a = .r I (/ - 2), 则 K = 在 K 屮， 

^ — 2 = { jc — <3)( + a ) - 

m 反证法町阯 . r 2 - 3在 KU ] 中不吋约.从血 F - KU JA ， 2 3) 
是域，令 /3 = i + U 2 - 3), 则 £： = K (/3) ■在 £：中， 

X 2 - 3 = ( r - /3 )(.r ^ /?). 

f 是在 E 屮有 

f{'r 、 二 {jt - a)(x -H cr) ( r - / 3 )(.r + /?), 

并 II E = K (々）= QUK /3) = QUJ ) : QU ，- aj ，- /3 V 因此 
E / Q 是 fU ) = U 2 - 2)( x 2 - 3) 在 Q 上的一个分裂域. 

[ E ； Q ] -： LE : K][K W 」 2 x 2 二4」 

(2) 易知，」. 4 -2在 Q f : 不对约，于是 K = Q [: r ]/ U 4 -2) 是域， 
令 《 = 』 + ( j ， 4 - 2), 则 K 

/ (.r ) - .r 4 - 2 = ( r - a) (.r f a)(.r 2 -+ a 2 h 

用反证法可证 . r 2 + 〆 在 KU 屮不可约、因此也二 K [. r ]/(. r 2 4 
是域-令,3 二 _r + U 2 i 则 E = K (/3) ■在 E 中 

/(，）-: (;r — tx )( ^ + a )( j ' - —/?)， 

并且 E = K (^) - Q ( a ) Ui ) = Q ( a ， p ) = QU ，- o ■，/3, _ /3) ■因此 
E / Q 是 /(/) 在 Q 上的-个分裂域，并且 

[ E ； QJ - [ E ： K ][ K , Q ] 

= 2 x 4 = 8, 

3.(1) 利用笫一章$3的定押7和本节的定理2,定理3 nf 得出结论- 
(2) 定义片 .（ a , 〆 ） 二 / ( a ^) , V a , [3 €_ ( tF ((^^-去证^^心/^是 
域 GF (^) 上线性空间 GF ( q m ) 的非退化对称双线性函数■然后利 
ffl 丘维声编茗的■(卨等代数（下 册）》 第322页的笫5题结论 ■ 

习题3,2 

1,(1) 类似于习题第2题 （2) 小题的方法可得 A ■•: Q(v 2 . 
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荇山，方：），其屮 to - } (■- 1 十 V .3 i )，[ L 、 Q ] -2 x 3 - 6. 

(2) 山十 F 是冗黾根的3次多项式， / U ) = -2 在 Q !•. 的分 
裂域，因此 e / q 是伽罗礼扩张，从而 

.Gal(hVQ) ： = [F ： Q ； - 6- 

乂由 T C ； al ( i ?/ Q )= h ■其中是 f ( rr ) 在 Q 上的伽罗瓦群，它是 
在 〆 .，）的全部根组成的集合 n .. m 2 '、 上的置换群，闪 
此 （V 3 从而存在 e ( ial ( K / Q ) ，使得 

r ( v ^2) = ^2, r(h ⑴）= 為⑴ 2 ， 

^( v 2) = H ⑴，…)二 . 

T : 是可得出， ， 心 ： \l t a , t 7 2 t r , ra 2 \ 

2 + Gal ( 厂广 /F] ) = ( ) ，其中 a ) = a 2 , V a G F 广 


习题 3 .J 

1 . 用构造有限域 GF (27) 的方法便可找出一个本原元素- 

2. 直接用本节公式 （8) 进行计算，这里 P = 2. 

3 . ( 1 ) 貞接验证 ■ ( 2 ) 用反证法- 例如 X(i = 则 V ^- e 
GF ( q )-^ 乂上） = 办（了），利用迹函数 l'r 足 GFU) 到 GF( 户 ） 的 
满射，可推出矛盾. 
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